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cAPiTULO 1

INTRODUCCION AL CALCULO MATRICIAL

1.1. Generalidades

Los métodos de cédlculo matricial (CM) de estructuras son un con-
junto de métodos que tienen en comun organizar toda la informacién
en forma de matrices. En estos métodos, todas las relaciones entre las
distintas partes de una estructura dan lugar a sistemas de ecuaciones
con un alto nimero de variables pero donde no se han realizado suposi-
ciones o simplificaciones en las que se pierda informacién relevante. Esta
generalidad, junto a la estructura de la informacién en matrices, per-
mite que su planteamiento y resolucién pueda ser ejecutada de manera
automatica por medio de programas de ordenador, lo que ha hecho que
en la actualidad sean la practica habitual en la ingenieria.

En el presente texto se va a desarrollar el denominado método de
la rigidez de célculo matricial, aplicado a estructuras bidimensionales
formadas por barras y vigas. Este mismo esquema puede ser extendido
a otras formas de discretizar una estructura o un medio continuo. De
hecho, el método de los Elementos Finitos es la extensién del método de
CM donde se trata con elementos que no son sélo barras, sino voliimenes
de distintas formas geométricas que modelan un mayor nimero de pro-

9
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blemas mecéanicos o fisicos.

En todo el desarrollo del método aceptaremos las hipdtesis generales
en las que normalmente se desarrolla la Teoria de Estructuras, esto es,
comportamiento eldstico y lineal del material y estado de pequenos des-
plazamientos.

1.2. Caracteristicas de los métodos matriciales

En primer lugar es interesante hacer un breve anélisis de diversas car-
acteristicas que presentan estos métodos frente a los clasicos de calculo
de estructuras:

= Generalidad: Puesto que todas las ecuaciones que describen el
comportamiento de la estructura son implementadas en el proble-
ma, el CM se puede considerar un método de cdlculo general, no
estd limitado por la aplicacién del mismo a una tipologia de estruc-
tura particular. Esto contrasta con los métodos para estructuras
articuladas, en los que se exige que todos los nudos puedan consid-
erarse como articulados, asi como con el método de Cross, donde se
asume que los efectos de acortamiento de barras son despreciables.

= Conocimiento: La aplicacién del CM, una vez que sus relaciones
ya han sido desarrolladas, requiere un nivel de conocimiento para
el operador mucho mas basico. No es necesario entender el sentido
fisico de estas relaciones para aplicarlas. Los métodos particulares
exigen un conocimiento preciso del problema estructural a tratar
y una toma de decisiones continua sobre la influencia de diversos
aspectos con el fin de simplificarlos. En el CM, al no tener que
evaluar hipdtesis o estimar efectos despreciables sobre el resultado
final, la aplicacién es directa.

= Niumero de ecuaciones: La diferencia fundamental radica en el
numero de ecuaciones que intervienen en la resolucién del prob-
lema. En CM intervienen todas, no se descarta ninguna incluso
aunque a priori se pueda estimar que su influencia pueda ser des-
preciable. El método esta establecido de manera que automética-
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mente se tengan en cuenta todos los efectos. La potencialidad de
los métodos particulares radica en limitarse a aplicar las ecuaciones
significativas con lo que se llegaba a una solucién muy aproximada
a la real pero con un coste de tiempo y de calculo mucho menor.

= Velocidad de céalculo: Al incluirse todas las ecuaciones en CM,
el tiempo de calculo es mucho mayor por lo que, conocidas sus
ecuaciones desde hace varios siglos, no han resultado ttiles y de
aplicacion practica hasta mediados del siglo XX. Los métodos par-
ticulares estaban desde el principio establecidos para poder apli-
carse de manera manual y rapida, bien con ayuda de algin ele-
mento de calculo (reglas de cédlculo) o incluso de manera gréfica
(métodos de Maxwell-Cremona, Williot, etc.).

= Sentido fisico del problema: Durante la aplicacién de los méto-
dos particulares (articuladas y Cross) se puede entender y seguir
sin grandes dificultades el comportamiento estructural del sistema.
Esta es la razén por la que se siguen ensenando en las materias
de Teoria y Célculo de Estructuras: tienen un valor didactico para
comprender el comportamiento de estructuras. Sin embargo, en
el CM tenemos finalmente un conjunto de nimeros ordenados en
matrices, que tienen una significacion pero a la que puede costar
mas establecer su correspondiente con las caracteristicas visibles
de la estructura.

= Automatizacién del método: Esta es una caracteristica deriva-
da de las anteriores y termina siendo la razén fundamental por la
que los métodos matriciales son los que se han implantado actual-
mente, en particular el denominado método de la rigidez (que se
desarrollard en los préoximos capitulos). La generalidad del méto-
do y el hecho de que se implementen todas las ecuaciones, re-
ducen al minimo las decisiones previas para modelar el problema
matematicamente. Si se organiza la informacién de manera que se
puedan seguir pasos repetitivos para cada elemento (barra) que
intervenga en la estructura, es muy facil desarrollar un algoritmo
de aplicacién automadtica para todos los casos. En eso consiste el
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método matricial de la rigidez, y tiene como consecuencia que sea
muy sencillo implementar programas de ordenador para aplicar el
método. Con ello se salva la principal limitacion en cuanto a la
necesidad de resolucién de grandes sistemas de ecuaciones y per-
mite explotar todas las ventajas adicionales que tiene el CM.

1.3. Modelizaciéon del problema

Aunque el célculo matricial estd pensado para que las ecuaciones
finales las resuelva un ordenador, existe un paso fundamental que es
responsabilidad del calculista y que no podra ser realizada por un or-
denador. Se trata de la modelizacién matematica del problema y de su
correcta discretizacion. El cédlculo puede estar bien realizado pero de
nada sirve si el problema no responde a la realidad que pretendemos
representar.

En CM, el proceso de modelado y discretizacién, aunque siempre
esta presente en los otros métodos de calculo de estructuras, en este
caso es mucho mas explicito y repercute de manera muy directa en los
resultados que podemos extraer.

El concepto de discretizacion debe ser establecido de manera precisa.
Consiste en la representacion del comportamiento de un medio continuo
(la estructura) por medio de un conjunto finito de variables, en nuestro
caso fuerzas aplicadas sobre el sélido y desplazamientos. Este ntimero
finito de variables son los desplazamientos en cada uno de los grados de
libertad (gdl) de un sistema.

Determinar dichos grados de libertad y establecer todas sus rela-
ciones son el punto de partida a partir del cual se resolvera el proble-
ma. El CM sélo aportard informacién en esos gdl, cualquier informacién
adicional exigird un paso adicional de interpretacién de los resultados
directos.

Para cada gdl, existird una variable en fuerza y otra en desplazamien-
to. De ellas, una estara determinada por las condiciones de contorno (de
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carga o de desplazamiento impuesto) y la otra serd la incégnita a despe-
jar. En caso de ser incégnita de fuerza estaremos hablando de reacciones.
Tanto los esfuerzos como cualquier incognita interna de deformaciones,
alargamientos o desplazamientos de puntos internos diferentes de los
grados de libertad definidos en el problema deberan ser derivados pos-
teriormente a partir de los resultados directos obtenidos en cada gdl
definido.

1.4. Métodos de calculo matricial

En términos generales, existen dos procedimientos genéricos en meca-
nica de medios continuos de sélidos deformables para poder establecer
el sistema completo de ecuaciones dependiendo del orden en que las
vayamos aplicando.

Las ecuaciones que podemos poner en juego son las ecuaciones de
equilibrio, las de comportamiento y las de compatibilidad del problema.
Cuando partiendo de las ecuaciones de equilibrio las utilizamos para
incorporarlas a las de comportamiento y finalmente el resultado lo in-
troducimos en las ecuaciones de compatibilidad, estamos aplicando el
método denominado de la compatibilidad o de la flexibilidad. Hablando
en términos de las variables implicadas, en este caso llegamos a formular
los desplazamientos en funcién de las cargas aplicadas.

Si seguimos el procedimiento inverso, inicialmente relacionamos de-
formaciones y desplazamientos aplicando las ecuaciones de compatibil-
idad para posteriormente aplicar las leyes de comportamiento y final-
mente las ecuaciones de equilibrio, en ese caso el método se denomina
de la rigidez o del equilibrio. En la Figura 1.4.1 se esquematiza breve-
mente este proceso.

En cédlculo matricial, tal y como se vera a continuacién en un ejemplo,
es posible aplicar ambos procedimientos. Sin embargo, tal y como se
desarrollara en los capitulos siguientes, inicamente es posible llegar a un
procedimiento automatico y sistematizado con el método de la rigidez,
siendo este por tanto el que se ha implantado y generalizado.
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Método de la flexibilidad Método de la rigidez
Ec. de equilibrio:  N=G(F) Ec. de compatibilidad: A L=Y'(U)
Ec. de comportamiento: A LZ{I)(N) Ec. de comportamiento: N 24}'( AL)

v v
Ec. de compatibilidad: U=¥ (AL) Ec. de equilibrio:  F=G'(N)
! 1
U=Y(®(G(F))) F=G'(o'(¥'(U)))
AproximaJcLiOn lineal : Aproxima{:lién lineal :
U~AF F~KU

Figura 1.4.1: Los dos caminos alternativos para plantear las ecuaciones que
modelan una estructura: el método de la flexibilidad y el de la
rigidez. Las funciones G, ®, ¥ y G’, ®’, ¥’ son nombres simboli-
cos de funciones diferentes cuya forma exacta no es relevante
aqui.

1.5. Ejemplo

A continuacion se va a desarrollar un ejemplo donde se puede ver
la aplicacién de ambos métodos a un mismo problema y como éste se
puede estructurar en forma matricial.

El problema a estudiar es un problema clasico de resistencia de ma-
teriales, se trata de una viga en voladizo como la mostrada en la Figu-
ra 1.5.1.

El primer paso que habra que dar es la discretizacion del problema.
Tenemos diversas opciones de discretizacién, todas ellas validas. Algunas
opciones se muestran en la parte derecha de la Figura 1.5.1. Se puede ver
que incluso el nimero de gdl es variable. A mayor nimero de gdl, mayor
detalle de resultados a cambio de un problema mas voluminoso y con
mayor tiempo de calculo. Por cuestiones de claridad en la presentacién
decidimos escoger una de las mas sencillas: la que aparece en la ultima
fila de la Figura 1.5.1.

El problema estara representado tnicamente por tres gdl asociados
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~

b o, 6 gdi

g T T N 15 gd

~ D 3 gdl

EN 3 gdl

o

Figura 1.5.1: (Izquierda) Ejemplo de problema para estudio por los métodos
matriciales de flexibilidad y de la rigidez. (Derecha) Algunas de
las opciones posibles para la discretizaciéon del problema, donde
se indican los gdl elegidos para que entren en el modelo del
sistema.

al desplazamiento horizontal y vertical del extremo y a su giro. Esta
eleccién nos limita el tipo de problemas que podremos resolver con esta
discretizacién, por ejemplo, las cargas solo podran estar aplicadas en ese
extremo.

Una vez discretizado el problema, empezamos obteniendo su corres-
pondiente matriz de rigidez K, que relaciona las solicitaciones F y des-
plazamientos U de manera que:

F = KU
P Ky K2 K uy
F = Koy Ko Ko U (1.5.1)

F3 K31 K3 Ksz3 u3
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u,=1 F :6EI

(b) % T > % ;T)F: 12E1

— S

T
s
6EI
LE
a1
L

Figura 1.5.2: Ejemplo de calculo de matriz de rigidez mediante problemas
unitarios. Los desplazamientos y cargas positivos se realizan en
las direcciones +X y +Y, siendo los giros y momentos positivos
en sentido contrario a las agujas del reloj.

donde podemos obtener los valores de la matriz (los nimeros K;;) por
el método de inspeccionar cada uno de los problemas unitarios, uno por
gdl. Dicho método consiste en plantear los problemas que corresponden
con un vector de desplazamiento nulo en todos los gdl menos en uno
(donde habrd un desplazamiento unitario) y calcular las solicitaciones
asociadas a dicho desplazamiento. Los valores de esfuerzos asi obtenidos
se colocan en la columna correspondiente al gdl en el que se aplicé el
desplazamiento, y asi, columna a columna, se puede obtener la matriz
completa.

Para el caso del ejemplo anterior, los tres problemas unitarios se
corresponderian a los desplazamientos unitarios (uno por cada gdl) re-
presentados en la Figura 1.5.2. Si tomamos los esfuerzos de cada uno de
dichos problemas unitarios, podemos ir formando la matriz de rigidez
columna a columna. Empecemos con el caso (a), donde u; = 1 y los
otros dos desplazamientos son cero. Si ahora sustituimos en la férmula
de la Ec. 1.5.1 estos desplazamientos y los valores de las fuerzas que
deberiamos aplicar para obtenerlos (ver lado derecho de la figura), tene-
mos:
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£4 K1 Ki2 Kis 1 Ky,
0 = Ko1 Koy Kos 0 | =] Kau (a) up =1
0 K31 K3 Kss 0 K3

es decir, ya hemos determinado los tres valores de la primera columna
de la matriz de rigidez. Procediendo de idéntica manera obtenemos los
valores de las otras dos columnas (tomar como referencia la Figura 1.5.2):

0 Ky Ko Kis 0 Ko
1281 = Ko Koo Kas 1 | =] Ko (b) uz =1
-85l K31 Kz Kss 0 K32
0 K1 K2 Kis 0 Kis
e = Ko Koo Kas 0 | =] K23 (c) uz =1
4EL K3 Kz Kazs 1 K33

Juntando estos tres ultimos resultados obtenemos la matriz de rigidez
K completa:

EA 0 0

_ 12EI  —6EI
K = 0 3 2
0 _S8EL 4Bl

L? L

Si en cambio hubiésemos elegido plantear el problema mediante la
matriz de flexibilidad A, que relaciona esfuerzos y desplazamientos me-
diante U = AF el método serfa similar, planteando en este caso los
distintos problemas de cargas unitarios, calculando los desplazamientos
asociados a cada uno de ellos y colocando dichos desplazamientos en ca-
da una de las columnas de la matriz de flexibilidad. El proceso se ilustra
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F.=

F,
(b) T

(e)

Figura 1.5.3: Ejemplo de cédlculo de matriz de flexibilidad mediante proble-
mas unitarios. Los desplazamientos y fuerzas positivos se real-
izan en las direcciones +X y +Y, siendo los giros y momentos

>

positivos en sentido contrario a las agujas del reloj.

en la Figura 1.5.3, y permite crear la matriz columna a columna de esta

manera:
= A A
0 = Az1 Az
0 Azr Az
0 Apr A

3
gLﬁ = Ag1 Az

2
i | A1 Asz
0 Ann A

2
S = A1 Ago

3
& | As1 Aso

con lo que ya tenemos el valor de la matriz de flexibilidad al completo:

Az
Ags
Ass

—_

S = O

= o O

(a) I

(b) I

(c) F3

1
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L
74 0 0

_ L3 L2

A = 0 3ET 2FEI
0 L2 L3

2ET EI

Una vez hayamos obtenido la matriz de rigidez o de flexibilidad de
una estructura, tan simple como la de este ejemplo o arbitrariamente
compleja, podemos resolver cualquier problema que combine gdl con
desplazamientos conocidos (apoyos, asientos, etc...) con gdl libres cuyos
desplazamientos sean incégnitas. Dependiendo de las variables podria
ser mejor aplicar un método u otro, aunque en general los gdl conocidos
y las incognitas estardn intercalados y por tanto siempre habra que re-
organizar la matriz para resolverla, no habiendo ventajas en este sentido
entre los métodos de la rigidez y de la flexibilidad.

Para ilustrar como se obtendria la matriz de rigidez para una es-
tructura més compleja, consideremos ahora el caso del pértico de la
Figura 1.5.4.

1 é é 4
Figura 1.5.4: Ejemplo de un portico. Se estudiaran los gdl correspondientes
a los cuatro nudos numerados en la figura.

De manera similar a los problemas de desplazamientos unitarios de la
Figura 1.5.2, para este pértico analizariamos los 11 problemas mostrados
en la Figura 1.5.5. Para cada uno de dichas situaciones, calculariamos
las fuerzas necesarias para obtener dichos desplazamientos y como vimos
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Figura 1.5.5:

uy=1

Los problemas unitarios correspondientes al pértico de la Figu-
ra 1.5.4. Recordar que en cada problema solamente un gdl tiene
un valor unitario, siendo nulos todos los demas desplazamien-
tos y giros. Obsérvese que el giro del nudo 4 (el inferior a la
derecha) no se ha considerado en este caso.
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A

2 AT
% A

N, ee— W

)

N\ 25
N
VoS

5 ‘In\i
¥

&
N

s

<
S

¥a

(a) (b)

Figura 1.5.6: (a) Modelo de una torre y (b) visién esquemética de su matriz
de rigidez correspondiente, donde cada elemento de la matriz se
representa por un punto blanco si es cero o negro si es distinto
de cero. Se observa el tipico patrén de conexién disperso, con
una inmensa mayoria de entradas a cero.

arriba, éstas formarian cada una de las columnas de la matriz de rigidez
global de la estructura.

Obviamente, el método empleado en estos ejemplos para obtener sus
correspondientes matrices K y A nos obliga a plantear tantos problemas
elementales como gdl existan en las estructuras, por lo que no es un
método practico para estructuras no triviales. Por ello, no serd éste el
método a usar en casos reales, sino que se usard un método sistematico
que permite ensamblar la matriz de rigidez K de cualquier estructura a
partir de las matrices de sus elementos, como se explicard en capitulos
posteriores. La existencia de este método para el método de la rigidez y
no para el de la flexibilidad es la razén por la que siempre se aborde el
calculo matricial mediante dicha formulacién. Una caracteristica tipica
de las matrices de rigidez, especialmente de estructuras complejas, es su
gran “dispersiéon” (en inglés, sparseness), es decir: un alto porcentaje de
los elementos seran tipicamente ceros como se ilustra en la Figura 1.5.6.

Por ultimo, hay que destacar nuevamente que en calculo matricial
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de estructuras no obtendremos més informacién que la relativa a los gdl
que entran en el modelado discreto, por lo que si queremos conocer los
esfuerzos a lo largo de cada elemento de la estructura debemos buscar
informacién en otras materias (p.ej. resistencia de materiales).

1.6. Caracteristicas de la matriz de rigidez

Antes de finalizar este capitulo introductorio conviene resumir aqui al-
gunas de las principales caracteristicas de las matrices de rigidez K:

= La matriz de rigidez es una propiedad del sistema estructural, no
cambia en funcion del estado de cargas o de condiciones de con-
torno a que se someta al estructura. Sélo se vera afectada si se
introduce algiin elemento adicional.

= Cada columna representa las acciones necesarias para conseguir
un desplazamiento unitario en el grado de libertad definido por el
indice de la columna a la vez que se quedan fijados a cero el resto
de los gdl.

= Una fila es un conjunto de multiplicadores que operados sobre el
vector desplazamiento completo proporcionan el valor de la fuerza
correspondiente al gdl definido por el indice de la fila.

» Cada término k;; se puede considerar una “funcién de peso” que
representa la proporcién de contribucion a la fuerza del gdl i de-
bido al desplazamiento del gdl 5. En caso de que su valor sea cero
significa que ambos gdl no esta relacionados.

1.7. Rotaciones entre sistemas de coordenadas

Antes de abordar el cdlculo matricial, es conveniente repasar el con-
cepto del cambio de coordenadas de un vector en el plano, una operacién
omnipresente en capitulos posteriores. Consideremos un punto P (o el

vector desde el origen a dicho punto P), cuyas coordenadas en un sis-
tema de referencia global son P = [p, py]T. Si en lugar de tener dichas
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coordenadas las tuvieramos en un sistema que esté girado un angulo ¢
con respecto al de referencia siguiendo unos nuevos ejes x’ e 7/, el mis-
mo punto (o vector) tendria entonces unas coordenadas locales a dicho
sistema que denotamos como P’ = [p/, pg/]T como se ve en la siguiente
figura:

p,

> X
Py

Figura 1.7.1: Un punto P tiene un par de coordenadas en cada sistema de
referencia (x,y) y (2/,y').

La relaciéon entre ambos pares de coordenadas se puede establecer
facilmente mediante relaciones trigonométricas y conocido tinicamente el
giro ¢ (con signo positivo en la direccién contraria a las agujas del reloj,
como se muestra en la figura). Respecto a la coordenada x en el sistema
global (p.), se puede ver en la Figura 1.7.2(a) como éste se obtiene
restando los dos segmentos senalados, mientras que la componente en y
global (p,) estd compuesta de la suma de los dos segmentos remarcados
en la Figura 1.7.2(b):

Es decir, las coordenadas globales son:

/ /s
P = PypCOSQ —p,sing
/. /
Py = Pysing+p,cose
lo que no es méas que una combinacién lineal de las coordenadas locales.

Una forma maés compacta y préactica de representar dicho cambio de
coordenadas es en forma matricial, de forma que queda:
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y ' A P p‘ "'sen q) ¥ ’ - A P ,
P, p, _y D, cos¢
Py D, Py 17,
% :
,\ » X X
p,.'coso p. sen
(a) (b)

Figura 1.7.2: Las coordenadas globales de un punto se puede obtener medi-
ante relaciones trigonométricas.

. /
Dz cos¢ —sing P
= N (1.7.1)
Dy sing cos¢ Py
—— ——
Globales Matriz de rotacién Locales

En ocasiones no nos bastard con trabajar con un vector de desplaza-
miento en x e y, sino que manejaremos también un giro 6. En el contex-
to de calculo matricial de estructuras, el angulo se correspondera con el
angulo que una barra flecta en uno de sus extremos. Dado que un angulo
de giro (un “incremento de angulo”) no se ve afectado por la rotacién
del sistema de referencia, tendremos que el giro en locales 6’ coincide con
el giro en globales 6. En dichos casos, la matriz de rotacién se modifica
asi para reflejar esta identidad:

Da cos¢ —sing 0 Pl
Dy = sing cos¢ 0 Py (1.7.2)
0 0 0 1 0’
——— ———

Globales Matriz de rotacién Locales
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A lo largo de este texto haremos uso intensivo de esta matriz de
rotacién elemental, por lo que es importante tener claro su significado
geométrico, que ha quedado patente con las dos figuras anteriores. Por
altimo, hacer notar que la expresién hallada nos sirve para pasar unas
coordenadas locales a globales. En caso de querer realizar la conversion
inversa, se puede ver a partir de la Ec. 1.7.2 que lo dinico que hay que
hacer es multiplicar ambos lados de la ecuacién por la inversa de la
matriz de rotacién, ddndonos:

Pl cos¢ —sing 0 ] D
Py = sing cos¢ 0 Dy
0 0 0 1 0
[ cos ¢ sing 0 ] Dz
= —sing cos¢p 0 Dy (1.7.3)
o o 1 \@
Matriz de rotacién Globales

donde se puede verificar que la inversa de la matriz de rotacién es sim-
plemente su transpuesta. Esto no es casualidad, sino una propiedad fun-
damental de cualquier matriz de rotaciéon y se puede emplear para sim-
plificar los célculos evitando la inversién de matrices.
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CAPITULO 2

LMATRICES DE ELEMENTOS ESTRUCTURALES

2.1. Introduccion

Dos de las caracteristicas definitorias del calculo matricial de estruc-
turas son la sistematizacion y la reutilizacion de las submatrices de los
elementos. La sistematizacion se refiere a que, una vez planteados, todos
los problemas se pueden resolver mediante un proceso fundamentalmente
repetitivo, razén por la que se ajusta tan bien a su implementacién en
programas de ordenador. La reutilizacién se refiere a que existen férmu-
las bien conocidas para las matrices que modelan cada uno de los el-
ementos que pueden aparecer en una estructura, de forma que sélo es
necesario estudiar estos elementos basicos (barras o vigas) una vez para
poder emplear los resultados una y otra vez en innumerables problemas.

Por ahora basta decir que modelar un elemento de una estructura
(por ejemplo, una barra o un apoyo eldstico) consiste en establecer
qué relacién existe entre los desplazamientos (y giros) que sufre en sus
extremos y las solicitaciones (fuerzas y momentos) asociadas, también en
los extremos. Si llamamos 4 y f a dos vectores que describen dichos des-
plazamientos y solicitaciones, respectivamente, se puede demostrar que
para pequenas deformaciones existe una relacién lineal entre ambos, tal

27
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que:

f=Ki d=Af (2.1.1)

donde K y A son las matrices de rigidez y de flexibilidad, respectiva-
mente, y claramente cumplen K = A~!. Cualquier elemento se puede
por tanto caracterizar mediante cualquiera de estas dos matrices. Sin
embargo, se vera que usar las matrices de rigidez permite ensamblar la
matriz de una estructura completa a partir de las matrices de sus ele-
mentos de una manera sencilla, y es por eso que se utilizaran solamente
dichas matrices. Las matrices de flexibilidad no se volveran a mencionar
en este texto.

Obtener las matrices de rigidez para los elementos mas comunes que
se encontraran méas adelante es precisamente el objetivo del presente
capitulo. Se comenzard analizando el tipo més sencillo de barra (aquella
cuyos dos extremos son articulados), para estudiar a continuacién el caso
mas complejo de barra biempotrada. Se expondran también los princi-
pios en que se basa el método de condensacion de grados de libertad, el
cual permite obtener las matrices de rigidez de distintos tipos de barras
a partir de la matriz de comportamiento completo (6 gdl) de una barra.

2.2. Matriz de barra biarticulada (4 gdl)

2.2.1. Matriz de rigidez

Sea una barra, a la que denominaremos a, situada entre dos nudos 7 y
7 mediante uniones articuladas, en una posicién arbitraria con respecto
al sistema de coordenadas global del problema < z,y >, tal y como se
ilustra en la Figura 2.2.1, y a la que también se le asocia un sistema de
coordenadas local < Z,7y > tal que & esta alineado con la direccién de
la barra i — j.

El vector de todas las fuerzas sobre dicha barra articulada contiene
cuatro escalares: las dos componentes (z e y) para cada extremo iy j
de una barra. Este vector, donde las fuerzas estdn expresadas en coor-
denadas locales a la barra (ver Figura 2.2.2), se denota por:
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A

=>

> X

Figura 2.2.1: Notacién que se usara para referirse a una barra, sus nudos y
sistemas de coordenadas.

Aa
T
J jz
fa
JY

Sobre la notacién empleada, remarcar que un vector o componente
cualquiera relacionado con una barra a se escribird como - para referirse
a sus coordenadas globales del problema, mientras que en coordenadas
locales se escribira **, como en la ecuacion de arriba.

En cuanto a los 4 grados de libertad (gdl) de desplazamientos, que
asumimos seran pequenos para que el método de cédlculo nos de una
aproximacién adecuada, los denotaremos por el siguiente vector en co-
ordenadas locales:
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Figura 2.2.2: Esquema de las fuerzas y desplazamientos en coordenadas lo-
cales para una barra cuyos dos extremos son articulados.

na

Uig
- u? ud
g 7 . iy
u = ~u = T (2 2. 2)
u; Ujz
~a
Ujy

Una vez definidas las fuerzas y desplazamientos que sufre una barra

a (fa y 1:1’“, respectivamente), se puede demostrar facilmente que ambos
vectores estan relacionados linealmente entre si mediante una matriz de
rigidez Ka, de tamano 4 x 4, que a su vez se compone de 4 submatrices
de 2 x 2, de forma que:

i (2.2.3)

El significado de cada una de estas submatrices queda claro si ex-
pandimos los vectores de fuerzas y desplazamientos en sus dos elementos
(para cada uno de los nudos de la barra i y j):
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a KA a [T a Sa
a Ko | Ke Zq
£ ji 33 u;

~

£ = K§af + Kf.u9

— S e (2.2.5)
a a a4 a ;30

Esta claro ahora que cada submatriz Kgﬁ establece la relacién entre
los desplazamientos en el nudo S y las solicitaciones provocadas por
éstos en el nudo a. Observando estas ecuaciones, y por el principio de
simetria en las acciones y reacciones, se puede demostrar (ver teorema
de Maxwell-Betti de resistencia de materiales) que para cualquier par ¢
v j, las dos submatrices involucradas son la transpuesta una de otra, es
decir: IA(;’J = K?ZT En el caso particular de barras articuladas es ain
mas sencillo, ya que K% = IA{?I debido a que todos los elementos menos
Uno Son Ceros.

Por lo tanto, la matriz de rigidez de una barra particular, K¢ (de
4 x 4), se compone tnicamente de dos submatrices de 2 x 2 distintas,
dos matrices Kga en las dos diagonales y una misma matriz Kg 5 en las
dos esquinas, de forma que la matriz final también es simétrica.

La matriz de rigidez de una barra, o méas en general de cualquier
elemento o estructura, tiene una interpretacién fisica muy ilustrativa.
Para verlo, reescribiremos la Ec. 2.2.3 reemplazando la matriz de rigidez

K*® por sus elementos genéricos kf;, es decir:

f(l — K(lﬁ(l

fa a a a a ~a

iz 11 F12 | R13 Ria Uig

ra a a a a ~q

iy o k3, k3o | kg3 kSy Uy (2.2.6)
ra a a a a ~q o
jz kg, K5y | kg3 kgy Uy
ra a a a a ~q

Jy ki kiy | ki3 kiy Uy

Entonces, se puede ver que la matriz de rigidez se puede en realidad
definir como aquella matriz cuyas columnas representan las solicitaciones
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asociadas a desplazamientos (y giros) unitarios. Como ejemplo, tomemos
el vector de desplazamiento unitario correspondiente al eje x del nodo

i, es decir i = (1 0 0 0)". Usando la anterior expresién matricial

obtenemos:
Aa i a a a a T 1 a
i 11 Riz2 | RF13 Fia 11
fa a a a a a
iy . k31 k3o | k33 k34 0| 21
rfa a a a a a
jx kg1 KSy | k33 K3y 0 ks,
Aa/ a a a a a
v /o = | ki Ko | Kis Kiy | \ O ki

1T

Se verifica que la primera columna de la matriz define las solicita-
ciones asociadas a un desplazamiento unitario en el primer grado de
libertad (i, en este caso), y en general, la n’ésima columna se corre-
sponde con el n’ésimo grado de libertad. Es importante tener en mente
que aunque hablemos de desplazamientos y giros unitarios, en realidad se
estd modelando en todo momento segin una aproximacién de pequenos
desplazamientos, a pesar de lo grandes que realmente sean los desplaza-
mientos y giros unitarios (que si se usa el SI, serdn metros y radianes,
respectivamente).

Como se ilustra en la Figura 2.2.3, plantear todos los problemas
unitarios permite deducir los valores de cada uno de los coeficientes de
la matriz de rigidez. Este es, de hecho, una de las formas mas comunes
de derivar dicha matriz, y en nuestro caso concreto llegamos a:

f* = K% (2.2.7)
Fa o a - a Sa
f3 B K7 | K u,
fa T a T a Sa
£ gi | Kjj uj




CAPITULO 2. MATRICES DE ELEMENTOS ESTRUCTURALES 33

i
¢
I
(B
8tz

? u,=1
y % -—> @ o
EA EA
X am L —
(@) 0 E—> a — 0

1 io=
M ? .u” 1. @ )

Figura 2.2.3: Los distintos desplazamientos unitarios (izquierda) en una bar-
ra biarticulada y las correspondientes solicitaciones asociadas
(derecha). Nétese como en los dos casos de desplazamientos ver-
ticales no existe ninguna fuerza a pesar de la deformacion que la
barra parece sufrir. Esto es asi porque al asumir pequenos des-
plazamientos el movimiento vertical no llega a aportar esfuerzo
axil a la barra.

. ool =B o | [ ag
a 0O 0| 0 0 e
W = — — W (2.2.8)
?:1: L 0 L 0 u?{r
° 0O 0| 0 0 al,

donde L es la longitud de la barra, E el médulo de elasticidad del ma-
terial y A el area de su seccion transversal.

Es trivial ver aqui que las solicitaciones en las direcciones perpendic-
ulares a la barra en ambos extremos ( “gy y f;?y, respectivamente) seran
nulas, es decir: en una barra articulada en la que sdlo se aplican cargas
en sus extremos (como se estd asumiendo hasta ahora) solamente exis-
tirdn fuerzas axiles, que daran lugar a traccién o compresion pero nunca
a esfuerzos cortantes. En el caso de que existan cargas distribuidas sobre

la barra si que apareceran esfuerzos tanto axiles como cortantes, como
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se vera en §4.4.

UN EJEMPLO SENCILLO (1* PARTE)

Para ilustrar los conceptos que iremos viendo a lo largo de este texto, analizaremos

mediante calculo matricial la estructura de la siguiente figura:

2L

< >

< 7 »

Donde L vale 0,5m, y EA = 4-107N. Al ser todas las barras del tipo biarticuladas, ya

podemos calcular sus matrices en coordenadas locales K¢, K? y K¢, sabiendo que:

EA=4-10"N
Lo = 0,5m

Ly =1m

Le = 0,5v/5m

y segun la Ec. 2.2.7:

EA
T 0|-7 0
Ko 0o o|l 0 o0
- EA EA
- 0| T 0
0o o| 0 o0
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&
b S

EA
o O0|-7 0
. 0o o|l 0 o0
Kb _
EA EA
-7 0| T 0
0o o|l 0 o0
[ EA EA T
T 0% 0 0
Ko 0 0| 0o o0 0
EA EA
-z O T 0 0
0 o] 0o o0 0

2.2.2. Cambio de coordenadas

La sencilla expresion a la que se ha llegado arriba modela el compor-
tamiento de una barra siempre y cuando las fuerzas y desplazamientos
esten dados en coordenadas locales. En la practica es necesario poner
las variables de cada barra en un marco de coordenadas comuin, o co-
ordenadas globales. Las fuerzas y los desplazamientos en coordenadas
globales seran ahora denotados como los vectores f¢ y u“, respectiva-
mente, como se ilustra en la Figura 2.2.4.

Para ello definimos la siguiente matriz de transformacién de coorde-
nadas:

R2(¢a)| 0252
0252 ‘R2(¢a)

T = (2.2.9)

4x4

donde Ry(¢) representa la matriz de rotacién en el plano:

Ry(g)= | 7 ¢ (2.2.10)
sing cos¢

El significado geométrico de cada una de estas matrices de rotacién
2 x 2 es que, dado un vector v® en coordenadas locales de la barra, sus
coordenadas globales son v* = Ra(¢)v?.
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Posicion final
Barra original

[y
|

X

Figura 2.2.4: Esquema de las fuerzas y desplazamientos en coordenadas glob-
ales para una barra cuyos dos extremos son articulados. Com-

parar con la Figura 2.2.2.

Por lo tanto, llegamos a las siguientes expresiones que relacionan los
desplazamientos y las solicitaciones en coordenadas locales y globales:

fo = Tofe (2.2.11)
¢ = T (2.2.12)

de las que, operando sobre Ec. 2.2.7, se obtiene la matriz de rigidez en

coordenadas globales de la barra a:

K¢ = TeKoT*" (2.2.13)

dénde, usando ¢ = cos ¢ y s = sin ¢%:
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02 CS —C2 —CS
2 2
FA cs s —cs —s§
K*=—"= (2.2.14)
L -2 —cs| cs
—cs —s%| es 52

Con todo esto, se puede escribir la ecuacion de la barra en coorde-
nadas globales (comparar con Ec. 2.2.7) como:

—

fo - K¢ i (2.2.15)
~~ ~— ~—
Solicitaciones Mat.rigidez Desplazamientos
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UN EJEMPLO SENCILLO (2* PARTE) (Continva de pég.34)

En este punto ya hemos visto como convertir las matrices de rigidez de cada
barra de locales a globales, para lo que necesitamos tinicamente conocer la
orientacién de cada barra, esto es, ¢q = 0°, ¢p, = 90° y ¢ = 116,565°, para

obtener las matrices de transformacién:

cos ¢®  —sin¢g® 0 0 1 0(0 O
Ta — sin ¢® cos ¢p® 0 0 _ 0o 1 } 0 0
0 0 cos p? —sinp® 0O 0|1 O
0 0 sin ¢® cos ¢p* 0O 00 1
T cosgb  —singb | 0 0o | 0 -1
T — sing®  cos @b 0 0 _ 1 0
0 0 cos @ —singb 0 0|0 -1
0 0 sing®  cos¢? 0 0|1 o
i cos ¢¢  —sin ¢° 0 0
Te — sin ¢° cos ¢° 0 0 _
0 0 cos ¢¢  —sin ¢°
0 0 sin ¢°¢ cos ¢°
i —0,446 —0,895_ 0 0
| 0895 —0,446 0 0
B 0 0 —0,446 —0,895
0 0 0,895  —0,446

Y haciendo K = T*K*T*" | o directamente de la Ec. 2.2.14, obtenemos:

K =107 Kb =107

8 0

0 0

0,712 —1,429 | —0,712 1,429
1,429 2,865 | 1429 —2,865

K¢ =107

—0,712 1,429 | 0,712 —1,429
1,420 —2,865 | 1,429 2,865
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2.3. Matriz completa de una barra (6 gdl)

2.3.1. Matriz de rigidez

Consideremos ahora el caso més general de una barra a en la que
estudiemos sus 6 grados de libertad (el méximo posible en 2D). Por
ejemplo, se debera emplear dicho modelo con barras en la configuracién
llamada “biempotrada’”, es decir, con uniones rigidas en sus dos nudos
extremos ¢ y j.

Al igual que en el caso anterior, la barra podrd estar en una posicién
y orientacion arbitraria dentro de un sistema de coordenadas global del
problema < z,y >, en el que definimos un sistema local de coordenadas
de la barra < &,y > tal que Z estd alineado con la direccién de la barra
1 — j, como se ve en Figura 2.3.1.

A

=>

X

Figura 2.3.1: Sistema de coordenadas local a una barra cuyos dos extremos
estan empotrados.

Las solicitaciones en los extremos de dicha barra constan ahora de
seis escalares: las dos componentes (z e y) de las fuerzas en cada extremo
més el momento flector, también para cada extremo (ver Figura 2.3.2).
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Los seis componentes, en coordenadas locales de la barra, se denotaran

por el vector fa

fa
T
fa
Yy
N fa a
% fs mg
a a
f5 jo
fa
Jy
ma

Hay que resaltar que en el caso de los momentos m{ y mj no se ha
usado la notacién de coordenadas locales (el simbolo *) al ser magnitudes
invariantes con el sistema de coordenadas empleado para estructuras
planas.

Los desplazamientos de los extremos de la barra en este caso también
tienen seis componentes: los desplazamientos propiamente dichos (direc-
ciones = e y) y los giros 6 de las secciones extremas (ver Figura 2.3.2).
Todos ellos se denotan mediante el vector 1:1’@, también en coordenadas
locales:

N a

ui:v

~a

:‘a a

oo () | % (2.3.2)
- 0 - na e

u; Ujz

~Qa

Ujy

a

0]

Se puede demostrar que, para pequenos desplazamientos, dichos des-

plazamientos 4® y las solicitaciones f* que causan estan relacionados
linealmente mediante la matriz de rigidez K®, de tamano 6 x 6, formada
a su vez por 4 submatrices de 3 x 3, de forma que:
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Deformada

Uj, Barra original

Figura 2.3.2: Esquema de las fuerzas y desplazamientos en coordenadas lo-
cales para una barra biempotrada.

ue (2.3.3)

Al igual que en la seccién anterior, podemos expandir el producto de
matrices, llegdndose a una expresién idéntica a la Ec. 2.2.5.

Al igual que para el caso de las matrices articuladas en §2.2.1, se
demuestra, invocando de nuevo el teorema de Maxwell-Betti, que para
cualquier par de nudos i y j las submatrices Kfj y K?Z son traspuestas:

IA{;ZJ = K?ﬁ Es interesante resaltar que en el caso de barras articuladas
las submatrices correspondientes eran idénticas en lugar de traspuestas,
pero sélo porque en ese caso las submatrices son simétricas en si mismas,
y por lo tanto, iguales a su traspuesta.

De igual manera que se hizo para una barra biarticulada, mostramos
en la Figura 2.3.3 los seis problemas de desplazamientos y giros unitarios
que permiten derivar el valor de la matriz de rigidez a partir de expre-
siones conocidas de resistencia de materiales. De esta forma, obtenemos
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las seis ecuaciones (para coordenadas locales) que gobiernan una barra

biempotrada:
fo = Kie (2.3.4)
fa ‘- a (- a Za
£5 . K7 Kij u;
ﬂa % a ? a :'a
£ | K| K U
£a i EA EA ~a
1T L O O L O O uix
a 12E1  6EI 12EI  6EI ~a
iy 0 L3 L? 0 L3 2 Uiy
a 6EI AEI 6EI  2EI a
m; _ 0 e i e - 0;
a _EA LA ~a
. = 0 0 7 0 0 uj,
a _12EI _6EI 12BI  _6EI ~a
iy 0 L3 L2 0 I3 L2 Ujy
a 6EI 2E1 6EI  AEI a
m; 0 = T |0 = e [\
(2.3.5)

donde I y A son el momento de inercia y el drea de su seccién transversal,
respectivamente, L es la longitud de la barra y E el médulo de elasticidad
del material.

2.3.2. Cambio de coordenadas

La relacién establecida arriba asume que tanto las solicitaciones como
los desplazamientos estan dados en coordenadas locales a la barra, por
lo que habra que transformarlos a coordenadas globales del problema
para poder considerar el conjunto de la estructura.

Las fuerzas y los desplazamientos en coordenadas globales serdn aho-
ra denotados como los vectores f* y u®, respectivamente, como se mues-
tra en la Figura 2.3.4. Para el caso de una barra con sus dos nudos
rigidos, definimos la siguiente matriz de transformacién de coordenadas:
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EA EA
'y & . A T
A_’ Llw—l —» <+
P=3 - [ ]
X X
TIZEI GEL
i,=1 L’ r
1 f‘ - Q
@Y 12EI
r r
1 6EI 2EL
0=1 o L4
< - [ ]
O@ 6EI
L I’
1 E4 £4
ia,=1 L L
—> 3 «— —
1 -+ [ ]
l12151 6EI
u,=1 L’ I’
‘T1 Y | ﬂ
Ukl 12E1
L r
_ 6EI 4EL
ot )
2 - [ ]
GaEr 6EI |
1 L a

Figura 2.3.3: Los distintos desplazamientos unitarios (izquierda) en una bar-
ra biempotrada y las correspondientes solicitaciones asociadas

(derecha).
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Deformada

Barra original

[

X

Figura 2.3.4: Esquema de las fuerzas y desplazamientos en coordenadas glob-
ales para una barra biempotrada. Comparar con la Figura 2.3.2.

Ra(¢%)
033
00 1
T — (2.3.6)
Ra(¢?)
033 0
00 1
L - 6x6

donde Ra(¢) representa la matriz de rotacién en el plano (recordar la
Ec. 2.2.10) y ¢* es la orientacién inicial de la barra, como se vio en la
Figura 2.3.1.

Llegamos a expresiones idénticas a las del caso de barras con nudos
articulados que se vieron en la seccién anterior:

Fa _ Ta%’a

ﬁa — T(lﬁa
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Es importante resaltar para evitar confusiones que para cada tipo de
matriz de una barra, existen distintas versiones de la matriz de rotacién
T? (comparar Ec. 2.2.9 y Ec. 2.3.6). Operando, se obtiene que la matriz
de rigidez de la barra a en coordenadas globales es:

K* = TeKer*’ (2.3.9)

Con lo que podemos escribir la ecuacion de la barra en coordenadas
globales como (comparar con Ec. 2.3.4):

fa -  K° i (2.3.10)
~~ ~ ~—~
Solicitaciones Mat.rigidez Desplazamientos

donde, usando ¢ = cos ¢% y s = sin ¢

K® =
r 2, 12152 _ 12Ics _6Is | 4.2 121s> 12Ics _ 6Is ]
Act + 25— Acs — =752 . - Ac =5 Acs + =552 . =2
127cs 2 127c 61c 127cs 2 127¢ 61c
Acs — 7 As -+ 2 A —Acs -+ T —As® — 2 T
__6Is 61c a7 61s __6Ic or
E L L L L
T |7 g2 _ 12152 — Acs 4+ 12Les 61s Ac2 4 12157 Acs — 121cs 61s
L2 L2 5 L L2 L2 5 L
127cs 2 127c 6lc 127cs 2 127¢ 61c
—ACS+ 2 —As® — Iz - Acs — Iz As + Iz -
_6£s 6£c 21 6£s _6£c a7
(2.3.11)

2.4. DMatriz completa de una barra tridimen-
sional (12 gdl)

2.4.1. Matriz de rigidez

A pesar de que en este texto nos centramos en el problema del cdlcu-
lo matricial para estructuras planas, consideramos conveniente por com-
pletitud mostrar aqui el modelo completo de una barra en 3D.



46 ANALISIS ESTATICO DE ESTRUCTURAS POR EL METODO MATRICIAL

En este caso la barra a tendra 6 gdl en cada uno de sus dos nudos
extremos ¢ y j, tres desplazamientos y tres giros. Su orientacién en el
espacio podra ser arbitraria dentro de un sistema de coordenadas global
del problema < x,y, z >, en el que definimos un sistema local de coorde-
nadas de la barra < &, 9, Z > tal que & esta alineado con la direccién de
la barra ¢ — j y g serd normalmente uno de los dos ejes principales de
su seccion. De esta forma, en una barra espacial tenemos dos momentos
de inercia I, y I., nombrados segin el eje del giro con respecto al cual
se definen. Asi mismo, en lugar de un dnico momento (el flector M de
la seccién anterior), ahora tendremos dos momentos flectores M, y M,
y un momento torsor M.

Siguiendo el convenio de notacién de secciones anteriores, estable-
cemos los vectores de desplazamientos y solicitaciones en coordenadas
locales como:

~a ra

Uiz i

~a rfa

Uiy iy

~a fa

Ui iz

a ‘ra
em Mzac

a ra
g ) e

Za a fa ‘ra

- u’ ¢ 2 i M¢
2, i iz i iz

oo [ = foo (] = |2 (2.4.1)

Zq ~a a a

Uj Uy £ j

~a ra

Uiy 3y

~a fa

Ujz Jjz

a ra
Qjm sz

a ra
9]@/ ij

a ra
932 sz

donde hay que resaltar la peculiaridad de que en las barras espaciales
ya no podemos seguir asumiendo que las variables angulares (los giros
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y los momentos) no varfan entre coordenadas locales y globales, por lo
que aqui si que les anadiremos el simbolo - para diferenciarlas.

Al igual que en secciones anteriores, podemos dividir la matriz de
rigidez local en sus cuatro partes:

fo = Keu (2.4.2)
B[l ),
a a a —a
£ Kji | Kj; uj

y usando las leyes de comportamiento de sélidos deformables podemos
deducir los valores de todas las entradas de estas submatrices:

24 0 0 0 0 |
o 8 0o o 0o
K% _ 0 0 1253@ GO _62)2@ 0
0 0 o < o0 0
o o %L o 2L
0 %= 0 0 0 e
R 0o 0 0 0 |
o &L o 0o o0 %L
0 0 0o & 0 0
o o ¥ oo L g
0 %= o0 0 0 =]
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—£4 ¢ 0 0 0 0
0o -8 0 0 0o L
K?iT B K?J _ 0 0 _ 125313, (Z;J _6252@ 0
0 0 o  -& 0 0
0 0 FL o EL g
i 0 _6JLEQIZ 0 0 0 215;12 |

donde las tnicas variables no definidas hasta ahora son el momento de
torsién J, el modulo de elasticidad F, el area de la seccion A y el médulo
de cizalladura (o de elasticidad transversal) G.

Es interesante observar cémo la matriz de comportamiento comple-
to de una barra plana (6 gdl), vista el §2.3, se puede obtener a partir
de la matriz de una barra espacial extrayendo las filas y columnas cor-
respondientes a los gdl relevantes para una estructura plana, a saber:
x, y vy 0,. Esta posibilidad existe solamente porque estas tres variables
aparecen en las ecuaciones desacopladas de las otras tres (z, 0, y 0,) y
por lo tanto forman un subsistema de ecuaciones independiente. Como
se verd en §2.5.1, en general esto no tiene porqué ocurrir y habra que
recurrir a la técnica de la condensacion de matrices.

2.4.2. Cambio de coordenadas

Para el caso tridimensional las matrices de rotaciéon son una gener-
alizacién de las vistas para estructuras planas. Una forma bastante ex-
tendida de representar esta matriz es en funcion de la matriz de cosenos
directores R, de forma que esta matriz T® de transformacién queda:

R | 0343 | O3x3 | O3x3
O3x3 | R | 0343 | O3x3
O3x3 | O3x3 | R | O3x3

0 0 0 R
L 3x3 3x3 3x3 119x12

T(l

(2.4.4)
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con:

cos Oz, cosly, cosls,
R = | cosf;, cosby, cosbz, (2.4.5)

cos Oz, cosl;, cos0s
Tz Yz 2z ] 3y3

donde el dngulo 63, es el que forma el eje local & con el global x, 6, el
que hace el eje local g con el global z, y asi sucesivamente.

Al igual que en secciones anteriores, estas matrices de rotacién se
pueden emplear para relacionar los vectores y matrices de rigidez de los
sistemas locales y globales:

f_-'a _ Ta%’a
¢ = Tege

K¢ = TaKaTaT

2.5. Condensacién de grados de libertad

En la seccion 2.3 describimos el caso de una barra biempotrada con
6 gdl. Aunque inicialmente se introdujo el modelo de una biarticulada
de 4 gdl de forma independiente, lo cierto es que a partir del modelo
de biempotrada se pueden derivar los modelos de tanto la biarticulada
como de cualquier otra barra con menos de 6 gdl.

En esta seccién se presentaran dos ejemplos de matrices de rigidez
para barras con 5 gdl, que si bien se podrian obtener planteando los
problemas de deformaciones unitarios se derivaran por el método de la
condensacion de grados de libertad, explicado a continuacion.
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2.5.1. Elmétodo de la condensaciéon de la matriz de rigidez

Sea un sistema de N grados de libertad caracterizado mediante su
matriz de rigidez K (de tamano N x N) que relaciona linealmente des-
plazamientos U con solicitaciones F tal que:

Fnyxi = KnxnvUnxa (2.5.1)

El método de condensacion de grados de libertad persigue obtener,
partiendo de este modelo, la matriz de rigidez correspondiente al caso
de haber “eliminado” uno (o mas) grados de libertad.

Eliminar n grados de libertad implica que ciertos desplazamientos o
giros dejaran de aparecer en el vector U, y sus correspondientes solicita-
ciones desapareceran del vector F, dejando por lo tanto nuestro modelo
como:

/(N—n)xl = /(N—n)X(N_n)U/(N_n)Xl (2.5.2)

donde evidentemente la matriz K’ debe ser obtenida de forma que este
modelo condensado se comporte exactamente igual que el original. Es
importante no perder de vista que el sistema condensado sigue corre-
spondiendo al mismo sistema fisico, donde s6lo hemos impuesto alguna
condicién extra.

En los casos que vamos a estudiar, impondremos que las fuerzas y
los momentos en los gdl condensados (los que desaparecen) sean nu-
los. De esta forma, si denotamos los subconjuntos de F y U que van a
ser condensados como F¢ y U€, respectivamente, podemos reescribir la
Ec. 2.5.1 como:

¥ K |K™ | (U

(2.5.3)

FC KC’I’L ‘ KC UC

donde los superindices ¢ y n usados para las submatrices indican los
términos relativos a los gdl que han sido y que no han sido condensados,
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respectivamente. Despejando ahora la ecuacién correspondiente a F°
(por simple desarrollo del producto matricial), tenemos:

F¢ = KU + K°U* (2.5.4)

y como imponemos la condicién de fuerzas y momentos condensados
(F¢) nulos (los desplazamientos correspondientes a dichos gdl son libres),
podemos despejar el valor de los desplazamientos y giros en dichos gdl:

0 = KcnU/+KcUc N
I
0 = K“'K"U + (K K)U® —
U = —K° KU (2.5.5)

Este resultado se puede ahora sustituir en la ecuaciéon correspondien-
te a F/ segiin la Ec. 2.5.3, llegando al resultado:

FI — K’I’LU/ 4 K’I’LCUC
— K?’LU/ _ KncchchnU/
— (Kn _ Kncchchn) U/ —

F/ — K/U/
con: K’ = K" — K"K K (2.5.6)

Como se ve, la matriz de rigidez K’ correspondiente al sistema con-
densado no se obtiene simplemente extrayendo la parte que nos interesa
de la matriz original K, sino que hay que restarle un término adicional
que modela el efecto que tienen los gdl condensados en los demas.

En las siguientes secciones se ilustrard cémo aplicar el proceso de
condensacion a casos reales.



52 ANALISIS ESTATICO DE ESTRUCTURAS POR EL METODO MATRICIAL

2.5.2. Barra articulada-rigida

Una barra en la que uno de sus extremos ¢ sea articulado se caracter-
iza por tener 5 gdl. A diferencia del caso de barra articulada en ambos
extremos §2.2, aqui si podrian aparecer fuerzas cortantes.

Deformada

Barra original

Figura 2.5.1: Esquema de las fuerzas y desplazamientos en coordenadas lo-
cales para una barra con el extremo ¢ articulado y el extremo j
rigido.

Partiendo de la ecuacién correspondiente a una barra biempotrada,
la Ec. 2.3.5, podemos obtener la matriz para una barra articulada-rigida
mediante condensacién del tercer grado de libertad (6%, el giro del nodo
i), forzando que el momento m; sea nulo:
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B R R R
A?y 0 1%?1 6L£2I 0 B 12L]§I % a?y
o | _ |0 em s o ey || g
e, ~EA 0 o £ 0 0 s,
mg N B - AT

Siguiendo el resultado obtenido en la Ec. 2.5.6, podemos obtener la
correspondiente matriz de rigidez de 5 x 5:

A
a
ix

W

Jx

JY
a

~a
Usg
~Q
uiy
__ fa _ rraa _ Tra N
= %51 = K50 = K* | a4,
~Q
u]y
a
0]
Kn _ Kncl"{c71 Kcn
12E1 12E1 6EI
0 L3 0 3 L2
T
12E1 12E1 6ET
0 - | 0 5 Lt
6EI 6EI 4ET
L 0 vEE - 2
0
6EI
L2 1
4 B 6E1 6E1
0 [ L ] [ 0 %3 0 —=
_6EI
L2
2ET
L L

|M
~
[R—

(2.5.7)
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ELA 0 _ ELA 0 0
3E1I 3EI 3EI
0 s 0 -5 Iz
= —EA g EA 0 0 (2.5.8)
3EI 3EI 3EI
o -z | 0 T I
3EI __3EI 3ET
0 L2 0 L2 L

Al igual que en anteriores modelos de barras, los vectores de solicita-
ciones y desplazamientos y la matriz de rigidez en coordenadas globales
se relacionan con las de coordenadas locales mediante una matriz de
rotaciéon T propia de cada barra mediante:

-
- =

fo=Tof* G =T K®=T'KT*" (2.5.9)

donde, para el caso de una barra articulada-rigida con 5 gdl, tenemos:

" 0 0 0
Ra2(9%)
0 0 0
T = 0 0 0 (2.5.10)
Ro(¢%)
0 0 0
0 0 0 0 1
L 45%x5

donde Ra(¢) es la matriz de rotacién ya definida en la Ec. 2.2.10 y ¢, es
la orientacién de la barra con respecto al sistema de coordenadas global.

2.5.3. Barra rigida-articulada

De manera similar al caso anterior, una barra con su extremo j arti-
culado se caracterizara por tener 5 gdl, y porque podran aparecer fuerzas
cortantes.

Hay que resaltar que aunque la matriz de rigidez de esta barra tam-
bién sea de tamanio 5 X 5 como en el caso anterior, las matrices son



CAPITULO 2. MATRICES DE ELEMENTOS ESTRUCTURALES 55

Deformada
Barra original

Figura 2.5.2: Esquema de las fuerzas y desplazamientos en coordenadas lo-
cales para una barra con el extremo ¢ rigido y el extremo j
articulado.

diferentes, por lo que hay que tener muy claro cudl hay que utilizar en
cada problema.

Volviendo a usar el resultado de la Ec. 2.5.6, condensando esta vez
los efectos del giro en 67 y forzando a que el momento m{ sea cero,
podemos obtener el valor de la matriz de rigidez de 5 x 5 para este tipo
de barras:

a,
A;'Zy R agy
m¢ | =51 = K50 = K*| 02 (2.5.11)
A?x ﬁ’?x
7 Uy

Ke — Kn o KncKCfchn
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ELA 0 0 _ELA 0
0 12;5“1 6;321 0 1i§1
_ 6EI 4ET 6ET
= 0 el o —7F
£a 0 0 £4 0
12E1 6EI 12E1
0 LB T L2 0 L3
0
6EI
L2 1
_ 2E1 [4E1]7[0 6EI  2BI _6EI]
L L L2 L L2
0
_6EI
L2
ELA 0 0 _ELA 0
0 3L1531 3L1521 0 _SLESI
— 0 3E;I 351 0 _35?2] (2512)
_ELA 0 0 ELA 0
3ET 3EI 3EI
0 -5 Iz 0 7

En el caso de una barra rigida-articulada, la matriz de rotaciéon es:

_ . -
Ra2(9%)

0
T* = 0 0 1 00 (2.5.13)

0 0 0

Ro(¢%)
0 0 0
L -4 5x5

donde Ra(¢) es la matriz de rotacién definida en la Ec. 2.2.10 y ¢, es
la orientaciéon de la barra.



CAPITULO 3

METODO MATRICIAL DE ENSAMBLAJE Y
RESOLUCION

3.1. Introduccion

El objetivo de esta seccién es describir como las matrices de rigidez de
los elementos (barras) individuales se ensamblan para formar la matriz
de rigidez global K de una estructura, de forma que se pueda plantear
el sistema de ecuaciones correspondiente a la estructura completa:

F=KU (3.1.1)

y posteriormente despejar el valor de las variables desconocidas, ya sean
desplazamientos y giros de nudos libres o reacciones en los apoyos.

En primer lugar, la secciéon 3.2 expondra la justificacion tedrica de
dicho método de ensamblaje, describiéndose a continuacién el proced-
imiento para realizar el ensamblaje en si de forma sistematica. Una vez
montada la matriz global de la estructura, se expondrdan como tener en
cuenta las condiciones de contorno (apoyos y cargas externas) y se pro-
pondrd un método de resoluciéon basado en una particiéon en grados de
libertad libres y restringidos.

o7
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3.1.1. Sistemas de coordenadas

Antes de comenzar a plantear y resolver problemas de cédlculo de
estructuras por este método es muy importante tener claro que vamos
a tratar con tres sistemas de coordenadas distintos, como se ve en la
Figura 3.1.1, cada uno de ellos empleado en un momento de la resolucién:

» Un sistema de referencia global: Salvo excepciones, es en este
sistema de coordenadas en el que se referiran las reacciones, so-

licitaciones y desplazamientos de la estructura en los nudos (ver
§3.3).

= Sistemas locales: Existe un sistema de coordenadas locales aso-
ciado a cada barra de la estructura, de forma que su eje x positivo
va desde el nodo inicial al final y por lo tanto su orientacién de-
pende de la conectividad que se decida para cada barra. Ya se ha
usado este sistema en la seccién 2 cuando se han estudiado las ma-
trices de rigidez de distintas barras en dicho sistemas local. Este
sistema de coordenadas también se emplea al calcular los esfuerzos
que sufren las barras como se vera en §3.6.

= Sistemas nodales: Existen otros sistemas de coordenadas asoci-
ados a cada nodo de la estructura que pueden ser necesarios para
usos especificos, como definir las condiciones de contorno, y en es-
pecial, las restricciones de movimiento impuestas por los apoyos.
Como se explica en §4.7, en la practica estos sistemas normalmente
coincidiran con el sistema global, salvo en nudos que coincidan con
apoyos deslizantes sobre planos inclinados.

3.2. Compatibilidad y equilibrio

Al definir las matrices elementales de cada barra ya se contemplaron
las ecuaciones de comportamiento del material, pero al igual que cuando
se resuelve un problema de andlisis de estructuras por otros medios, en
el método matricial también se deben contemplar las condiciones de
compatibilidad y equilibrio. A diferencia de otros métodos de resolucién
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(a) Global (b) Locales

y y

e

(c) Nodales

Figura 3.1.1: Los distintos sistemas de coordenadas usados en célculo matri-
cial: (a) global, (b) el local de cada barra y (c) el nodal para

cada nodo.
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de estructuras, en calculo matricial no es relevante conocer previamente
el grado de hiperestaticidad de la estructura (ni la interna, ni la externa),
yva que el método de cdlculo no varia. Por lo tanto, dejamos claro en este
punto que en célculo matricial no es necesario calcular los grados de
hiperestaticidad.

3.2.1. Ecuaciones de compatibilidad

La condicién de compatibilidad en los desplazamientos de cada nudo
simplemente obliga a que dichos desplazamientos, considerados en coor-
denadas globales, deben ser tinicos para cada nudo.

YA

.

X

Figura 3.2.1: La condicién de compatibilidad fuerza que el desplazamiento de
cada nudo sea 1inico aunque intervengan distintas barras.

Esto se traduce en que para cada nudo 7 donde converjan las barras
a, b, ¢, etc... tenemos:

Uiz
—a —b —C by UZ:E .
u; =u;, =u; =...=U; = o, para nudos rigidos, | w;,
Ugy
0;

donde d® puede tener 2 o 3 componentes segun se trate de un nudo
articulado o rigido, respectivamente.
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Es decir, en el planteamiento global del problema no deben usarse las
variables t{ individuales de cada barra, sino tan solo los desplazamientos
globales U; para cada nudo.

3.2.2. Ecuaciones de equilibrio

Para cada nudo de la estructura se debe cumplir que el efecto con-
junto de las solicitaciones producidas por todas las barras que converjan
en dicho nudo debe conincidir con la fuerza externa que se aplique desde
el exterior. Nétese que esto incluye el caso comin de solicitaciones de
distintas barras que se anulan entre si en un nudo que no tiene cargas
externas, como demandan las ecuaciones del equilibrio estatico.

Recordando que el vector de solicitaciones sobre un nudo ¢ producido
por una barra a se denoté como f¢, definimos ahora el vector de fuerzas
externas F;, por lo que la siguiente expresion:

ﬁi = ZKazzﬁz+ZK1Jﬁj (321)
Ya Vi

(Con a todas las barras incidentes en el nudo 7)

representa la ecuacién de equilibrio del nudo i. El vector E serd de
tamafno 2, 3 o incluso superior, dependiendo del tipo de uniones en-
contradas en las barras que llegan al nudo. Para mas detalles sobre la
determinacién del nimero de gdl en cada nudo, referirse a §4.1.

En la siguiente seccion se explica como ensamblar la matriz para una
estructura completa, proceso el cual implicitamente impone simultdnea-
mente todas las condiciones de compatibilidad y de equilibrio de la es-
tructura.
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3.3. Ensamblaje de la matriz de rigidez comple-
ta

La ecuacién global de la estructura tiene la siguiente forma matri-
ciall:

F=KU (3.3.1)

donde F y U son los vectores de solicitaciones y desplazamientos de la
estructura global, respectivamente. A la matriz K se le llama matriz de
rigidez global de la estructura.

Si numeramos cada uno de los N nudos de la estructura como i =
1,2,..., N, se puede mostrar que dicha matriz K se forma a partir de las
submatrices descritas en las secciones anteriores como sigue:

1 ... i j ... N
1
{ ZaK?i Kzﬁ
K= 2 (3.3.2)
; K2 K
J Jt « JJ
N
Es decir:

1Que no es més que un caso concreto del problema de optimizacién genérico Ax =
b, extraordinariamente comun y muy estudiado en Algebra lineal. En este caso es de
muy sencilla solucién por ser la matriz de rigidez simétrica y definida positiva, por
lo que es invertible y tiene una unica soluciéon exacta. Normalmente se aprovecha
la estructura dispersa (es decir, llena de huecos con ceros) de la matriz de rigidez
mediante factorizaciones de matrices especificas para estos casos, pero dichas técnicas
quedan fuera del ambito del presente curso.
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= Las i’ésima submatriz de la diagonal se compone sumando todas

las matrices K¢, para todas las barras o que inciden en el nudo 4.

= Por cada barra § entre dos nudos 7 y j, existe un par de entradas
simétricas con las Kzﬁj y KfZ en las entradas (i,7) y (j,4), respec-

i
tivamente. Siempre se cumplird que KJ’BZ = KZ .

= El resto de entradas son ceros.
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UN EJEMPLO SENCILLO (3* PARTE) (Contintia de pég.38)

Fijdndonos en la estructura que estdbamos analizando (repetida abajo para

comodidad del lector),

.

A oy

) L

y siguiendo las reglas descritas en este apartado llegamos a la siguiente

composicion de la matriz de rigidez global de la estructura :

K¢, + K}, T2 Kb,
— a T a C C
K= K1, K3, + K5, KSs
T c T c
Kb, K3 Kb, + K53

donde cada submatriz es de tamano 2 x 2 resultando una matriz global
de 6 x 6.
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3.4. Condiciones de contorno

3.4.1. Elementos de sustentacion: apoyos

Antes de abordar la resolucién del problema de forma matricial es
necesario identificar en qué grados de libertad queda cada nudo libre
y en cuales estd su movimiento o giro restringido, y por tanto, apare-
cen reacciones. Un resumen de los apoyos mas comunes y los gdl que
restringen se muestra en la Figura 3.4.1. Una vez identificados los gdl
restringidos se puede aplicar el método descrito en §3.5.

- L. " Grados de
Tipo de apoyo Representacion Reacciones libertad

I
|

Empotramiento Dos fuerzas y Ninguno

un momento

]
I

Empotramiento ﬁ:

deslizante Una fuerzay Un desplazamiento
un momento
Apoyo simple §>3:, 6 §:9: Ls:; ¥ Sl
(articulado) Dos fuerzas Un giro
Articulado @O:j 6 $>:. =
deslizante Una fuerza Un desplazamiento
y un giro

Figura 3.4.1: Tipos de apoyos y sus caracteristicas fundamentales: reacciones
y grados de libertad no restringidos por el apoyo. Fijese que
las condiciones solo se refieren a uno de los dos extremos de la
barra: en el extremo opuesto, la barra podria mostrar cualquier
tipo de unién ya que se trata de una cuestion independiente.

3.4.2. Cargas nodales

Hay que tener en mente que el método de cdlculo matricial sola-
mente modela una serie discreta de nudos, estando los elementos entre
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ellos (tipicamente barras o muelles) modelados por medio de las cor-
respondientes matrices de rigidez. Las variables del problema, ya sean
datos conocidos o incégnitas a averiguar, son todas las fuerzas y todos
los desplazamientos de dicho conjunto discreto de nudos. Lo que ocurre
entre un nudo y otro no es tenido en cuenta para nada, aparte de en las
matrices de rigidez de cada elemento.

Una consecuencia de esta discretizacién del problema es que las car-
gas o fuerzas externas aplicadas a la estructura solamente pueden apare-
cer en los nudos. Para dejarlo claro: el método matricial no permite que
existan cargas distribuidas o puntuales en mitad de las barras. Exis-
ten, por supuesto, maneras de abordar dichos problemas mediante el
planteamiento de un problema equivalente donde cargas no nodales se
convierten en nodales (cuestién abordada en §4.4), pero el método ma-
tricial per se sélo puede manejar cargas en los nudos.

3.5. Estrategia de resolucion del sistema de ecua-
ciones

En este punto, se ha conseguido plantear el problema de pequenas
deformaciones de una estructura como un sistema lineal en la forma F =
KU. Sin embargo, el sistema no se puede resolver de manera inmediata
por estar datos e incognitas entremezcladas en los vectores F y U.

Se hace necesario por tanto particionar el problema de forma que
se tenga al menos un vector sin incognitas. Como método de resolu-
cién, seguiremos uno de los métodos posibles, consistente en separar
las variables en dos clases: relativas a grados de libertad restringidos
por alguna condicién de contorno, y relativas a grados de libertad libres
de desplazarse, a las que denotaremos por las letras R y L, respecti-
vamente. Particionaremos tanto los vectores como la matriz de rigidez
consecuentemente, siendo el objetivo llegar a un sistema lineal de esta
formas:
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. . F Krr K U
F=KU =— (A I f (3.5.1)
F; Krr Kip UL

Como ejemplo ilustrativo de como realizar la particién, supongamos
que tenemos un problema con solamente un par de nudos (1 y 2), siendo
modelados por medio de las solicitaciones F = (f1, fiy M1 for foy M) T

y los desplazamientos U = (u1, w1y 01 Uz Uy GQ)T. Si las dimensiones

restringidas son las correspondientes a (‘uy, ,uy, ,us, ) Y las libres

son (6 ,ug, ,602 ), se procederfa como sigue:

flx fl:c
fly fly
. M F

F— 1 . _‘R _ f2z
f2x FL M1
f2y f2y
M2 M2
Ul Uiz
Uty Uly

N 0 U U

U= 1 N _’R _ 21
U2y UL th
U2y U2y
92 91

Y lo mismo aplicado a la matriz K llevaria a:
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- ki k2 ki3 ke ks ki ]
kor koa ko3 koa kos ko
K — kg1 ksz | kaz ksa k35 kse
kar  kaa  kas ks ka5 kas
ks1  ks2 | kss ksa | kss  kse
| k61 ko2 | kes Kes  Kes  Keo |
K- [ Krr Krr ]
Kir KiL
[ ki ki ki | kg3 ka5 kse
Krr = | ka ko2 ku Krr = | kss kss Fkse
| ka1 kag kaa | kes kes Kes
[ ki3 kis ki |
Krr = | ko3 kas kog Kir =Kz (3.5.2)
| ka3 ka5 ke |

Una vez realizada la particién y dado que Fr y Uy, son datos cono-

cidos podemos despejar Up,

(Ez) B [KRR KrL (ﬁR)
F; N Krr Kip Ur
= F;, = KipUpr+K; Up
U, = K;.(F.-KyzUp) (3.5.3)

y una vez conocidos dichos
nudos restringidos con:

desplazamientos, calcular las fuerzas de los
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Fr=KprrUr+ Kr Uy

Para el caso, muy comin, de que todos los gdl restringidos sean
apoyos donde los desplazamientos y giros son todos de cero, tendriamos
Upgr =0, con lo que las dos férmulas anteriores se simplifican a:

U, = KZEI':L ( Sélo cuando Up = 0) (3.5.4)
Fr = Kz, Up ( Sélo cuando Up = 0)

Con esto se habria terminado la resolucion del problema matricial
desde el punto de vista matematico. El paso siguiente serfa la inter-
pretacién de las soluciones en términos de esfuerzos de las barras u
otros conceptos de resistencia de materiales, como se explica en la sec-
cién siguiente.

UN EJEMPLO SENCILLO (4" PARTE) (Continta de pag.64)

Una vez hallada la estructura de la matriz global de la estructura, dividimos
los gdl en libres y restringidos fijandose en cuales tienen el movimiento

totalmente impedido (ver la figura de la pdg. 34):

flx flx
fly fly
B fou . ifR _ foy
f2y FL f2:c
f3r f3:c

f3y f3y
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Ul Uy
Uy Uy
.[—j, _ U2z — [_jR _ U2y
U2y U, U2y
U3 U3y
U3y U3y

Y la misma divisién debe aplicarse a la matriz K, que se particiona de la

manera que sigue:

0 -8 0 0 0
4 0 0 0 4
K| 8 0 | 87123 14286 | —0,7123 14286 o
0 0 —14286 28654 14286 —2,8654
0 | —0,7123 14286 | 0,7123 —1,4286
0 —4| 14286 —2,8654| —1,4286 6,8654
. K- Krr Krr
Krr Kip
80 0
Kpr = |0 4 0 |107
0 0 28654
87123 —0,7123 1,4286
K., = | —0,7123 0,7123 —1,4286 | 107

1,4286 —1,4286 6,8654
Por lo que podemos plantear la siguiente ecuacion para despejar el

valor de los desplazamientos desconocidos Uy :

Fr Krr Krr Ug

Fr Krr Krp Uy
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— F, =K zUp+ K Uz

0
— U, =K (F, - KLR%S
— I_jL = Kgif‘L

Ung 1252 1284 0 0
us, | = | 1,252 25,379 5,0205 | 1075 [ 1000
Uz, 0 5014 25 0

0,0000125
= | 0,00025379 (m)
0,0000514

Y con esto habriamos alcanzado el objetivo de calcular los desplazamien-
tos que sufre la estructura. Este ejemplo, que hemos realizado por partes,

se puede encontrar méas desarrollado en la seccién 5.1.

3.6. Calculo de esfuerzos en barras

Una vez se han resuelto los desplazamientos de la estructura com-
pleta como se ha descrito hasta ahora, tenemos perfectamente definido
el valor del vector de desplazamientos en coordenadas globales U. A
continuacién vamos a mostrar como, a partir de inicamente esta infor-
macién y las matrices de rigidez, es posible calcular los esfuerzos que
soporta cada una de las barras de la estructura.

Supongamos que nos centramos en una barra en particular situada
entre los nudos 7 y j. Los esfuerzos vendran determinados por ¢cémo ha
sido obligada a deformarse en dichos extremos, valores que nombramos
como U, y Ijj y que conocemos por ser una parte del vector U.
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Ui
2 \ 4,

(Qué esfuerzos soporta?

Deformadas
Barras originales

Figura 3.6.1: Una barra ¢5 desplazada de acuerdo a ﬁl y ﬁj soportara unos
esfuerzos determinados inicamente por dichos desplazamientos
y su matriz de rigidez.

Como se vio en §2.1, el cdlculo matricial de estructuras esta basado
en la siguiente aproximacién lineal:

fa — Kaﬁa
fa Ko | Ko aa
3 (13 1, 1
. = - — - (3.6.1)
£ Ky [y |\

donde se ha usado como superindice el nombre de la barra (a) que va
desde el nudo ¢ al j. Nuestra intencién es calcular la incégnitas de los

esfuerzos f* = (f¢ f?)T, que no deben confundirse con las fuerzas del vec-

tor F, que se compone de cargas externas (la parte F 1) y de reacciones
(la parte Fg).

Notese como también aparece en la Ec. 3.6.1 la matriz de rigidez
de la barra (importante, en coordenadas locales, no confundirse con la
matriz en globales), dato que ya es conocido.
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Por lo tanto inicamente hemos de calcular el vector de desplaza-

mientos en coordenadas locales u* = (uf ﬁ’?)T, lo cual es muy sencillo

a partir de los vectores correspondientes en coordenadas globales U; y
ﬁj que ya conocemos. Recordando que la matriz de transformacion de
coordenadas de la barra a, denotada como T¢, tiene la propiedad de
convertir coordenadas locales en globales, es decir:

it = Te4° (3.6.2)

es directo obtener la relacién inversa:

ﬁa _ (Ta)—lﬁa
= (T%)"4e (3.6.3)

donde se ha usado el hecho de que la inversa de una matriz ortogonal y
unitaria (como es el caso de cualquier matriz de rotacién), es igual a su
traspuesta.

A partir de Ec. 3.6.1 y Ec. 3.6.3 se sigue entonces:

~

f* = KT a° (3.6.4)

férmula que ya nos permite calcular los esfuerzos de la barra en coor-

denadas locales F“, al disponer de todos los términos de la derecha tras
resolver el problema matricial.

Solamente queda un ultimo paso, que si bien parece superfluo en este
momento, serd muy conveniente en casos de existir cargas no nodales (ver

§4.4). Se trata de pasar los esfuerzos obtenidos como fo del sistema de
coordenadas empleado en cédlculo matricial al sistema de coordenadas
correspondiente a resistencia de materiales.

Como se ve en la Figura 3.6.2, este cambio consiste en llamar a
los esfuerzos en direccién del eje z local (f"x) e y local (f'y) por sus
nombres significativos en resistencia de materiales: axiles (IV) y cortantes

(V), correspondientemente. Ademds, tanto el axil, como el cortante y el
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f /

m, m
I AT
-— C D —

»

N 14 M
-] + | ¢ + T C + 3
N V M
- 1 oo

Figura 3.6.2: Convenio de signos usado para los esfuerzos en calculo matricial
(arriba) y en resistencia de materiales (abajo).

momento flector en el nodo origen de la barra (i en nuestro ejemplo)
tienen criterios de signos positivos opuestos en ambos sistemas.

Por lo tanto, el vector de axiles, cortantes y flectores segtin el conve-
nio de resistencia de materiales se obtiene mediante:
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a )
_Ni T
a ACl
_V; 1y .
— Mg mg f¢ %
Na = Aa = ﬁf_.T - f (365)
J jx J
2 fa
J JY
a a
Mj mj

Recordar una vez mas que este cambio de signo se debe Unicamente
al convenio escogido en resistencia de materiales, mostrado en la Figu-
ra 3.6.2. Existen otros autores que emplean un convenio donde los cor-
tantes aparecen con signo contrario al aqui propuesto, por lo que se
recomienda prestar especial atencién al contrastar férmulas empleadas
en los distintos libros, apuntes y prontuarios de resistencia de materiales.

Finalmente, resaltar que se pueden ver ejemplos practicos de estos
calculos al final de los problemas resueltos de las secciones §5.1 y §5.2.
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cAPITULO 4

SITUACIONES PARTICULARES DE CALCULO

En la seccién anterior se ha visto como resolver un problema de
célculo matricial, asumiendo que solamente existian los apoyos simples
resumidos en la Figura 3.4.1 y que sélo teniamos cargas en los nudos
de la estructura. En la practica encontraremos una amplia variedad de
situaciones en que no se cumplan dichas condiciones. Como demostramos
en este capitulo, esto no imposibilita para nada afrontar el cdlculo de
dichas estructuras mediante el método matricial, aunque introducira al-
gunos pasos adicionales al método de resolucién basico.

4.1. Determinacion de gdl en nudos y “orlado”
de matrices de rigidez

Uno de los primeros pasos al plantear la soluciéon de una estructura
es definir qué gdl se estudiaréan en el problema. Hay que aclarar que
en cada nudo existiran un determinado numero de gdl independientes,
pero algunos de ellos pueden no estudiarse a cambio de emplear matrices
condensadas (recordar lo visto en §2.5).

Si a un cierto nudo ¢ llegan una o més barras mediante uniones

7
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del tipo articulado, el giro que tenga cada barra al llegar al nudo no
serd relevante, por lo que podriamos estudiar solamente dos gdl (u;, y
ujy) en el problema de célculo matricial. En cambio, cuando todas las
barras que lleguen al nudo lo hagan mediante uniones rigidas esta claro
que se tendran en cuenta los tres gdl (wiz, wiy y 6;).

Sin embargo, habré ocasiones en que aparezcan uniones de distintos
tipos llegando a un mismo nudo; o bien distintas barras llegardn a un
apoyo articulado pero estaran unidas entre si mediante uniones rigidas
en grupos, no estando cada barra unida a todas las demas; o también
podremos encontrar deslizaderas de distinto tipo.

En casos asi pueden surgir dudas sobre como determinar los grados
de libertad existentes y sobre cuales estudiar mediante cdlculo matricial,
por lo que detallamos a continuacion la manera precisa en que se deben
abordar este tipo de situaciones:

= Determinacién de los gdl independientes: El procedimiento
riguroso seria el de considerar, para cada nudo, el maximo de 3
gdl posibles por cada una de las barras que lleguen (dos desplaza-
mientos y un giro). Después, este nimero se ird reduciendo si se
comprueba que se estdn contando gdl por duplicado que no son
realmente independientes. Por ejemplo, el caso mas comun es que
los desplazamientos en z e y de todos los extremos de las barras
que llegan al nudo sean los mismos por desplazarse de manera soli-
daria. Respecto a los giros, se pueden dar situaciones mas variadas.
En caso de existir més de un gdl independiente en la misma dimen-
sién (z, y o #), se usard el nombre de la barra como superindice.
Mais abajo se analiza un ejemplo que ilustra varios de los casos que
se pueden encontrar.

= Determinacién de los gdl a estudiar: De todos los gdl in-
dependientes, aquellos que afecten a una tnica barra pueden no
estudiarse en el problema matricial, con el consiguiente ahorro en
el tamarno de la matriz global de la estructura. A cambio, habrd que
emplear la matriz correspondiente para la barra de la que no quer-
amos estudiar algin gdl (las matrices condensadas).
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= Ensamblaje de matrices: A un nudo i pueden llegar barras con
uniones articuladas o rigidas que, como se ha visto en el capitulo
2, implicardn que las matrices de rigidez K¢, para cada barra a
seran de un tamano distinto (2 x 2 o 3 x 3, respectivamente). A la
hora de ensamblar la matriz de rigidez de la estructura completa
esto puede parecer un problema pues habra que sumar o encajar
matrices de distintos tamanos. La solucién consiste sencillamente
en anadir filas o columnas de ceros en los lugares correspondientes a
gdl que no afecten a cada barra hasta lograr que todas las matrices
tengan el tamano correspondiente al total de gdl modelados en el
nudo.

Figura 4.1.1: Ejemplo de una estructura con nudos donde se hara necesario
“orlar” matrices.

Veamos cémo llevar todo esto a la practica con el ejemplo de la
Figura 4.1.1. Para dejar claro la interpretacion del esquema, al nudo 4
confluyen las barras 14 y 24 unidas entre si mediante uniones rigidas
y, por otro lado, la barra 34, que puede rotar independientemente del
sélido rigido formado por las dos primeras.

Primero determinaremos los gdl a usar para modelar la estructura
mediante calculo matricial, analizando nudo a nudo como se ha descrito
arriba:
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= Nudo 1: En principio, consideramos 3 x 2 = 6 gdl por llegar dos

barras, la 14 y la 12: {ulm,uly, 01 ,ulx,uly,G{Q} Observamos que
los desplazamientos en x e y de ambas barras estan ligados y que
el giro del nudo no afecta a la barra 12 por tratarse de una unién
articulada, por lo que sélo quedan los siguientes gdl a considerar
en nuestro problema: {u1z, u1y, 01*}. Nétese cémo se han elimina-
do los superindices de los gdl que son compartidos por todas las
barras. Esto es una practica habitual con objeto de simplificar la
notacién. Igualmente, cuando un gdl sélo afecta a una de las bar-
ras, como es el caso del giro 9}4, también es habitual darlo por
sentado y prescindir del superindice. En ese caso, la lista de gdl
queda: {u1g, Uy, 01}

Nudo 2: En principio, consideramos 3 x 2 = 6 gdl por llegar
dos barras, la 12 y la 24: {u2z,u2y,92 ,u%é,z@y,ﬁ%} Siguiendo
exactamente el mismo razonamiento que para el nudo 1, acabamos
reduciendo el nimero de gdl a tres: {ua,, uay,02}.

Nudo 3: Los tres gdl posibles correspondientes a la tinica barra
34 son: {u3, udy, 03*}. Descartamos incluir el gdl del giro 03* en el
problema por tratarse de una barra acabada en unién art1culada,
cuya matriz de rigidez ya tiene en cuenta los efectos del posible
giro en ese extremo. Ademas, al no haber posibilidad de confusién
por no existir mas barras, simplificamos la notacién descartando
los superindices, y llegamos por tanto a: {uss, usy}.

Nudo 4: En principio, consideramos 3 x 3 = 9 gdl por llegar las
tres barras 14, 24 y 34: {u4m,u4y,94 ,u4x,u4y,94 ,uﬁ,u4y,034} Es
facil ver que los desplazamientos en x e y de todas las barras estan
ligados, por lo que uy, = uit = uit = uil y ugy, = u}é = u?é = u?é
Respecto a los giros, las barras 14 y 24 giran como un sélido rigido,
por lo que ambos gdl son en realidad uno solo: 914 24 =01t =634
Asumiendo que el giro de la barra 34 es independiente a éste y
que se utilizara la matriz de rigidez correspondiente a una unién
articulada, no serd necesario introducir el giro 934 en el problema,

quedando la lista de gdl en este nudo: {u4z, tay, 914 24}.
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Para resumir, estos serfan los vectores completos de fuerzas y despla-
zamientos con todos los gdl que modelaran mediante cdlculo matricial
la estructura del ejemplo:

£511

fla:
fly
M,y
f2x
f2y
Mo
me

f4$
f4y

14,24
M,

f3y

ch
Il

01

Uty

Uty

U2g
U2y
02
U3z
Ugy
Ugy

’u,4y
14,24
94

(4.1.1)

Abordamos a continuacion el problema del ensamblaje de matrices.
Siguiendo el procedimiento descrito en §3.3 llegamos a la siguiente es-

tructura para la matriz de rigidez global K:

flz
fly
My
f21
f2y
Mo
f3z

f4z
f4y

14,24
M,

KUK | K | o K
K[ KE+KE | 0 K3
0 0o [xy Ky
K K| KRR

f3y

U4y
14,24
04
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Las partes que requieren especial atencién son aquellas matrices “or-
ladas” (las marcadas como -*), ya que deberdn ser modificadas para
insertar filas o columnas de ceros en los gdl que no modelen. Veamos
el caso concreto de la primera entrada de la matriz K, la K}f + Ki3".
En este caso, K1} y Ki? son parte de las matrices de rigidez en coor-
denadas globales para barras del tipo biempotada y biarticulada cuyas
expresiones se vieron en las secciones 2.3 y 2.2, respectivamente. Es
interesante representar explicitamente qué gdl relacionan cada una de

ellas:

14 _
J1z ail a2 a3 Ul
f1y = asi Gy a3 Uly (4.1.2)
M,y | as1 asz ass 61
Kit
12 -

fiz b1 b1 Uy

- (4.1.3)
J1y | ba1 b Uy

— ——
Ki?

La diferencia de tamanos hace que no podamos sumar ambas matri-
ces directamente. Esto se arregla claramente introduciendo el gdl corres-
pondiente al giro (el desplazamiento 6; y el momento M) en la matriz

K}?, dando lugar a la matriz modificada K{3":

flz
fly

KiZ = (4.1.4)

Uiy Uy O

Operando igualmente para todas las matrices orladas se conseguird for-
mar la matriz global de cualquier estructura, sin importar lo complicado
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de la distribucién de sus gdl en distintas barras. En la Figura 4.1.2 se
muestran algunos ejemplos de uniones que se pueden encontrar en la
practica, junto al anélisis de sus gdl.

4.2. Simplificaciones debidas a simetria

En estructuras planas se podran aplicar las simplificaciones por simetria
cuando exista un eje con respecto al cual la disposicién de los elementos,
sus propiedades, las cargas y los apoyos, sean todos simétricos. En dicho
caso podremos reducir el andlisis de la estructura a solamente una de
sus dos mitades, sabiendo que los resultados de las reacciones en apoyos
y esfuerzos en barras que hayan sido eliminados coinciden con los de la
mitad que si se calcula.

Evidentemente, deberemos modificar la estructura a la hora de di-
vidirla. Para entender cémo realizar dichos cambios es ilustrativo con-
siderar qué le ocurre a una seccion de material que caiga exactamente
sobre el eje de simetria. Como se muestra en la Figura 4.2.1, las condi-
ciones de simetria imponen que su desplazamiento en la direccién =z,
asi como su giro 6 deben de ser ambos cero (se puede ver que cualquiera
de esos dos movimientos romperia la simetria de la solucién). En cuanto
al desplazamiento en y, éste queda libre y su valor no esta restringido
en modo alguno por la simetria.

Al tomar las restricciones de los tres grados de libertad en su conjunto
comprobamos que esta situacion se corresponde exactamente con el de
un apoyo del tipo “empotramiento deslizante”, por lo que, en general,
debemos anadir un apoyo de este tipo a todo elemento que corte el eje
de simetria transversalmente.

En la Figura 4.2.2(a) se muestra este principio aplicado a diferentes
situaciones particulares que se pueden dar. Alternativamente, también
podemos encontrar casos de barras que caigan exactamente sobre el
eje de simetria. En ese caso, reemplazaremos la barra en el problema
simplificado por otra con la mitad del valor de rigidez de la original,
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Todos los GDL GDL a estudiar como

Ejemplos de uniones n . P
independientes minimo

e

ié»
i;»

(3gdl)

(3 gdl)

P
(i

(4 gdl)

o
a

Figura 4.1.2: Ejemplos de uniones y andlisis de sus grados de libertad. Los
gdl de un nudo 7 que no aparecen en la columna de la derecha
no se estudian a cambio de emplear en su caso las matrices de
rigidez condensadas correspondientes (por ejemplo, la de 5 x 5
articulada-rigida, o la 4 x 4 biarticulada).
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A x=0

Ay#0 :{> E
0=0

---------{:I------.--

Figura 4.2.1: Condiciones de contorno impuestas en la mitad de un problema
en el que existe simetria con respecto a un eje.

como se muestra en la Figura 4.2.2(b).

Finalmente, mencionar que las cargas de tipo distribuido (carga
térmica, carga de peso distribuido) no sufren modificacién alguna por el
hecho de realizar la simplificacién por simetria, incluso cuando la carga
ocurra sobre una barra que atraviesa (o cae sobre) el eje de simetria. En
cuanto a cargas puntuales, s6lo podriamos encontrar el caso especial de
cargas verticales sobre el mismo eje (ya que de existir cargas horizontales
o de momento no tendriamos una estructura simétrica), en cuyo caso la
carga en el problema simplificado se reducira a la mitad.

4.3. Desplazamientos impuestos y asientos

Normalmente los desplazamientos en los gdl restringidos por un apoyo
son exactamente cero, modelando esto la idealizaciéon de un apoyo per-
fecto. En la préactica, dependiendo de diversos factores como el tipo de
terreno, se puede dar el caso que un apoyo ceda produciendo un cierto
asiento. Se supondra que conocemos el valor de dicho asiento, como por
ejemplo 61, para la estructura de la Figura 4.3.1.

Para ver en qué se concreta el hecho de tener el asiento, hay que
fijarse en que la ecuacién Ec. 3.5.3, mediante la que calculamos los des-
plazamientos de los nudos libres ﬁL, requiere como dato conocido los
desplazamientos de los grados de libertad restringidos (el vector U r)- En
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Figura 4.2.2: Simplificaciones por simetria: (a) elementos que atraviesan y
(b) elementos sobre el eje de simetria.



CAPITULO 4. SITUACIONES PARTICULARES DE CALCULO 87

! o 84

77777 7705 !
s V4 770
ly
77777
(a) Estructura inicial (b) Estructura con asiento en
apoyo 1

Figura 4.3.1: Caso de una estructura con un asiento conocido en uno de los
apoyos.

el caso de una estructura sin asientos como la de la figura Figura 4.3.1(a),
tenemos:

ULy 0

R U 0

Up=| ¥ |= (4.3.1)
01 0
U4y 0

es decir, el vector serd todo ceros. Esto es lo habitual excepto cuando
existan asientos. En dicho caso, como el ejemplo de la Figura 4.3.1(b),
tendriamos:

Uy 0

- u -6

Up=| ™ |= W (4.3.2)
0 0

U4y 0
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donde el signo menos indica que el asiento tiene lugar en la direccién
negativa de las coordenadas y en el sistema global de coordenadas.

Es importante remarcar que el hecho de que exista o no un asiento
no afecta para nada a la division de los grados de libertad en libres y
restringidos. Simplemente, un asiento conocido sigue siendo una restric-
cién que en lugar de ser igual a cero, tiene otro valor. Asi mismo, el resto
del método de resolucién no varia con respecto a todo lo explicado en el
capitulo 3.

4.4. Cargas a lo largo de las barras

Ya se ha mencionado anteriormente que el método de calculo matri-
cial solamente es capaz de modelar cargas externas sobre la estructura
si estan aplicadas en los nudos, ya que sélo pueden entrar en el modelo
a través del vector Fy. En la practica, sin embargo, serd comuin encon-
trarnos casos de cargas externas no nodales, como cargas distribuidas a
lo largo de una barra o puntuales en mitad de una barra.

Dichos casos se pueden afrontar mediante el principio de superposi-
cion: se dividird el problema en tantos subproblemas como cargas no
nodales existan, mas otro problema donde todas las cargas se hayan
sustituido por sus nodales equivalentes de forma que ya si se pueda
resolver mediante calculo matricial. Consideremos el ejemplo de la Figu-
ra 4.4.1, donde existe una carga uniformemente distribuida a lo largo de
la barra 23, de valor g (Newtons/metro).

Se procede dividiendo el problema en una suma de subproblemas. La
idea central del principio de superposicién, que debe quedar muy clara,
es la siguiente:

Los desplazamientos, esfuerzos y reacciones resultantes del prob-
lema original seran la suma de los desplazamientos, esfuerzos
y reacciones de cada uno de los subproblemas.

El célculo de los desplazamientos (U) se deja tinicamente al subpro-
blema que se resuelve por calculo matricial, ya que se pueden obtener
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Figura 4.4.1: Un ejemplo de estructura con cargas no nodales.

facilmente de forma sistemética como se vio en el capitulo anterior. Tipi-
camente, denotaremos a este subproblema con la letra M. Respecto al
resto de subproblemas (denotados en numeracién romana I,I1, etc.),
les impondremos desplazamientos nulos en sus nudos. De esta forma,
los desplazamientos finales (la suma de todos los desplazamientos en
M,I,I1, etc.) seran directamente los desplazamientos obtenidos medi-
ante célculo matricial.

Forzar dichos desplazamientos nulos en los subproblemas equivale a
introducir apoyos o empotramientos virtuales en los nudos libres. Igual-
mente hay que tener claro que la suma de todas las cargas en todos los
subproblemas deben igualar a las cargas de la estructura inicial. Esto
quiere decir que si una carga no nodal se tiene en cuenta en un subproble-
ma, ya no debe aparecer en ningtin otro. Asi mismo, las reacciones que
aparezcan en los apoyos o empotramientos virtuales deberan trasladarse
al subproblema de calculo matricial M como si fuesen fuerzas externas
en la direccién contraria. La idea es que la suma de estas fuerzas nodales
equivalentes en M con las reacciones en el subproblema correspondien-
te se anulen, ya que ninguna de dichas fuerzas existen realmente en la
estructura original. Todo esto se aclarard més abajo con un ejemplo.

Respecto a las reacciones que aparezcan dentro de cada subproblema
en apoyos reales (no virtuales, sino que ya estaban en el problema orig-
inal), no se trasladan al subproblema M: simplemente hay que tenerlos
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en cuenta para el calculo de las reacciones totales, que recordamos son
la suma de las reacciones de todos los subproblemas.

Es instructivo llevar todas estas ideas a la préctica con el ejemplo de
la Figura 4.4.1. En este caso sélo existe una carga distribuida, asi que
planteamos un subproblema (numerado como I) en el que se anaden
dos empotramientos virtuales (en los nudos 2 y 3) y un subproblema a
resolver mediante calculo matricial, llamado M. Esta divisién se muestra
en la Figura 4.4.2.

%

ot
S

1 R N 1 K

Problema original Subproblema I Subproblema M
9 (resistencia de materiales) (sblo matricial)

Figura 4.4.2: Divisién de la estructura de la Figura 4.4.1 en dos subproblemas
usando el principio de superposicién, donde el principal (M) ya
si se puede abordar mediante calculo matricial al no tener cargas
distribuidas.

Observar cémo para el subproblema I se han tenido que introducir
dos apoyos virtuales en los nudos 2 y 3, al estar estos libres en el problema
original, en los que aparecen reacciones que se han llevado (en sentido
inverso) al problema M como cargas nodales equivalentes. El valor de
las reacciones en I dependera del tipo de carga aplicada y del tipo de
apoyos en los dos extremos (uniones articuladas o rigidas), y se pueden
consultar en prontuarios de resistencia de materiales.

El problema M se resolveria conforme a lo descrito en el capitulo
3, teniendo Unicamente en cuenta que las cargas nodales equivalentes
apareceran en el vector Fp (fuerzas en gdl libres):
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fox 0
f2y _%
m || o
Fr=| £ | = 0 (4.4.1)
f3y _%
ms oL’
faz 0

Ademas, a la hora de calcular los esfuerzos de las barras como se
explicé en §3.6, los esfuerzos obtenidos en la Ec. 3.6.5 solamente se
referirian ahora al subproblema M. Los esfuerzos totales se obtendran
suméndoles los del subproblema I, es decir:

Final M I
No No 0
v Ve -4
M. M _e2
N2 — N2 + 012 (4.4.2)
3 3
Vs V3 4
_al?
Ms Ms De Ec. 3.6.5 2

Observar que al rellenar el iltimo vector de la derecha, el de los
esfuerzos en el subproblema I, se ha tenido en cuenta el convenio de
signos correspondiente a resistencia de materiales (ver Figura 3.6.2).

Es interesante comparar el caso de la Figura 4.4.2 con otras dos posi-
bles situaciones mostradas en la Figura 4.4.3, donde la carga distribuida
se encuentra ahora en las barra 12 y 34, respectivamente.

En la estructura de la Figura 4.4.3(a) la carga distribuida recae sobre
la barra 12, que tiene uno de sus extremos en un apoyo (empotramiento).
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gL
T 2 3
aL 4
2 gL
-
g E
=0 L = H +
o o
4 qL 4
1 2
1
Problema original Subproblema 1 Subproblema M

(resistencia de materiales) (sélo matricial)

(a) Caso con carga distribuida en 12

2 3 2 3 SqL
ql’
B
2 e
2 2z
L 3 = 3 +
3qL
8
4 -~
1
1 4
Problema original Subproblema I Subproblema M

(resistencia de materiales) (s6lo matricial)

(b) Caso con carga distribuida en 34

Figura 4.4.3: Otros ejemplos de divisiones de una estructura en dos subprob-
lemas. Comparar con la Figura 4.4.2.

Por lo tanto, los dos apoyos del subproblema I en este caso son distintos:
solamente el del extremo 2 es virtual. Esto se refleja en que las cargas
nodales equivalentes sélo se llevan al problema M para dicho extremo 2.
Otro detalle a tener en cuenta en este caso es que existe una componente
de las reacciones en el Lludo 1 que aparecen en el subproblema I. En otras

palabras, la reaccién F; para el problema original se obtendria como la
suma de:
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Total M I I
flx flx - %
Fi=1 fy = | fu +1 o (4.4.3)
Obtenida co- qL?
miq ma 12
mo

parte de f‘R

donde el ltimo vector se corresponde a las reacciones que aparecen en
1 en el subproblema I (como siempre ocurre para los vectores de fuerzas
F, dado en coordenadas globales).

Finalmente, consideramos la estructura de la Figura 4.4.3(b), donde
la carga distribuida aparece ahora sobre la barra 34, cuyo extremo 4 va a
un apoyo articulado mévil (“carrito”). El procedimiento es similar a los
casos anteriores, prestando especial atencion al hecho de que sustituimos
el apoyo de 4 por uno inmévil en el subproblema I, ya que en los sub-
problemas siempre forzaremos a que los extremos de la barra en cuestién
no se muevan. Observar como en este caso si que hay que trasladar la
inversa de la reaccién horizontal en 4 al problema M como carga nodal
equivalente, ya que en la estructura original la componente horizontal de
4 era un gdl libre, que ha sido fijado mediante empotramiento virtual.
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4.5. Cargas de temperatura en barras

Podemos encontrar estructuras donde una o varias barras sufran car-
gas de temperatura, es decir, incrementos de temperatura de un valor
dado AT con respecto a una situacién inicial de equilibrio. En dichos
casos el procedimiento a seguir es exactamente igual al visto para cargas
no nodales en §4.4, aunque lo tratamos por separado en esta seccién por
claridad.

Por lo tanto, se dividird el problema original en la suma de una serie
de subproblemas, uno por cada barra que sufra carga de temperatura
(més los subproblemas correspondientes si existiesen otras cargas no
nodales como las vistas en §4.4), y mds un problema principal M a
resolver por cédlculo matricial donde se deben anadir las cargas nodales
equivalentes a las cargas de cada subproblema.

Consideremos el efecto de una carga de temperatura en una barra
cuyos dos extremos tienen restringido el movimiento (p.ej. una barra
biempotrada). Este caso es de interés por ser exactamente la situacién
que encontraremos en cada uno de los subproblemas para barras con
incrementos de temperatura. Si la barra estuviese libre, un incremento
de temperatura AT produciria una dilatacion de valor ALt que, expre-
sada en deformaciones unitarias (¢7), se puede aproximar mediante un
coeficiente de dilatacién « asi:

AL
TT =& = aAT —
ALy = aATL (4.5.1)
Un valor tipico de este coeficiente para el acero es de 12 - 1076 n?)/cm

Al estar la barra empotrada en sus dos extremos, no puede producirse
esta dilatacién lo que origina un esfuerzo axil N de compresion. El valor
de dicho esfuerzo axil se obtiene a partir de la ley de Hooke:

ALy _ __o_ N |
L ~ NTETEA
NL
ALy = —~Z (4.5.2)

EA
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y forzando ahora a que la suma de ambos alargamientos sea cero debido
al empotramiento:

AL = ALN+ ALy =0

NL
_N_Z — CVATZ

EA

llegamos a:

N = —FEAaAT (El valor negativo indica compresién) (4.5.3)

donde E y A son el médulo de elasticidad del material y el drea de su
seccién transversal, respectivamente.

Veamos como aplicar todo esto en la practica para el caso de la
estructura mostrada en la Figura 4.5.1, donde dos barras (la 12 y la 23)
sufren cargas de temperatura.

© O) O,

2 AT 3 2 2 Tﬁmm T 3
«— —
lEAﬂAT EAAT EAXAT
EAXAT EAXAT,
AT = ar + 2 AT :+
1 Qe fee 1 R
1
. Subproblema I Subproblema II Subproblema M
Problema original 2 L
(carga de (carga de (so6lo matricial)
temperatura) temperatura)

Figura 4.5.1: Caso de una estructura con cargas de temperatura y su corres-
pondiente descomposicién en subproblemas.

Se puede observar que se ha considerado un subproblema por cada
barra con carga de temperatura, donde se han indicado los esfuerzos
axiles (o reacciones) en ambos extremos de la barra. Para el caso de



96 ANALISIS ESTATICO DE ESTRUCTURAS POR EL METODO MATRICIAL

grados de libertad que se hayan restringido con apoyos virtuales, la in-
versa de dichos esfuerzos aparecen como cargas nodales equivalentes en
el sistema M de la derecha. El esfuerzo del extremo 1 en el subproblema
I forma parte de la reaccion en 1 y al ser un apoyo real, no se traslada al
problema M. En cambio, si que se introduce la carga nodal equivalente
en 2 (direccién vertical) por ser éste un apoyo virtual.

En resumen, el problema M se resolveria como se describié en el
capitulo 3, teniendo en cuenta que las cargas que hay que definir en el
vector Fp, (fuerzas en gdl libres) son:

fox —FEAaAT
fay EAaAT
mo 0
Fr=| fi |=| EAaAT (4.5.4)
I3y 0
ms 0
Jaz 0

A la hora de obtener los esfuerzos de cada barra para el problema
original, a la Ec. 3.6.5 obtenida en §3.6 habria que sumar ahora los
esfuerzos correspondientes para cada subproblema. Por ejemplo, para el
caso de la barra 12:

Final M I
Nl Nl —FEAaAT
Vi Vi 0
My M,y 0
— N - (4.5.5)
N2 NQ —EAO(AT
Va Va 0
Mo Mo 0

De Ec. 3.6.5
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Igualmente, habra que considerar todos los subproblemas al calcular
las reacciones del problema original. Por ejemplo, la reaccion F; com-
prende dos componentes, una obtenida de M y otra del subproblema
I:

Total M I
fll‘ fla: 0
Fi=| f, = fi + | EAaAT | (4.5.6)
Obtenida co-
mi my 0
mo

parte de f‘R
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4.6. Elementos “muelle”

Otro de los elementos que se encuentran cominmente en estructuras
son elementos elasticos o “muelles”. Se trata de elementos con una ley
de comportamiento elastico lineal idealizada F' = ku o M = kf, siendo
F vy M las fuerzas o momentos aplicadas y u y 6 el desplazamiento o giro
conseguidos, respectivamente. Dependiendo de si actiian oponiéndose al
desplazamiento en una direccién espacial (x o y) o a torsién oponiéndose
a un giro (en #), hablaremos de muelles “lineales” o de “torsién”, res-
pectivamente. El tinico pardmetro que caracteriza a dichos muelles es su
constante de rigidez k, con unidades en el SI de N/m (Newtons/metro)
o de Nm/rad (Newtons-metro/radidn), respectivamente.

em Am
S g
k Mm 0 m

k iV
m m
“em am . M{,(‘)I
fix’ Uiy ./
1

i
Figura 4.6.1: El elemento “muelle” lineal (izquierda) y de torsién (derecha).

A efectos de cédlculo matricial de estructuras, un muelle lineal ideal
se puede modelar exactamente igual que una barra biarticulada (cuyo
modelo se vio en §2.2), donde el valor % que aparecia en su matriz
de rigidez ahora es directamente la constante k del muelle. Es decir, el
modelo matematico de un muelle m en coordenadas locales viene dado
por:

7 = K"
fm k 0|—k O ar
0 0 0] 0 0
_ = - (4.6.1)
m ~k 0| k 0 an
0 0 0[]0 0 0

Al igual que con cualquier otra barra, esta matriz en coordenadas
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locales deberd modificarse mediante la correspondiente matriz de trans-
formacion dependiendo de la orientacién del muelle. Las formulas son
exactamente iguales al caso de una barra biarticulada:

K" = T"K"T™' (4.6.2)

donde la matriz de rotacién T™ viene dada por la Ec. 2.2.9.

Cuando se calcula una estructura que contiene un muelle, éste sélo
afecta a la hora de ensamblar la matriz de rigidez global de la estructura.
Como se describié en §3.3, cada elemento (barra o muelle) situada entre
dos nudos 7 y j debe tenerse en cuenta en cuatro lugares: los dos bloques
diagonales K;; y K;;, y las dos entradas simétricas K;; y Kj;.

Ahora bien, es un caso muy comun encontrar muelles con uno de
sus extremos (digamos, el j) anclado a un apoyo, mientras que el otro
extremo (i) es el inico unido a la estructura. En estos casos lo normal
es ignorar el nudo del apoyo, no teniéndose en cuenta siquiera en la lista
de grados de libertad del problema de cdlculo matricial. Entonces, el
unico efecto que tiene un muelle es su aportacién K7} a la diagonal de
la matriz K de rigidez global de la estructura. Un poco més adelante
aclararemos el procedimiento con un ejemplo.

En cuanto a la aportaciéon K]} del muelle a la matriz global, se
puede calcular a partir de las ecuaciones 4.6.1-4.6.2. Sin embargo, para
los casos de muelles anclados a un apoyo y en posicién horizontal o
vertical, sus matrices tienen formas extremadamente sencillas, por lo que
se recomienda memorizarlas y usarlas directamente. Dichas matrices se
muestran en la Figura 4.6.2(a)—(b) para muelles horizontales y verticales,
respectivamente. Nétese que en ambos casos no importa la orientacién
del muelle: un muelle horizontal con su nudo libre ¢ a la derecha es
exactamente equivalente a otro muelle horizontal con su nudo libre a la
izquierda. Lo mismo ocurre con los verticales.

Otro concepto importante relativo a muelles es que estos no restrin-
gen el movimiento en ningin grado de libertad. Esta es una confusién
bastante habitual cuando se trata de muelles anclados a un apoyo en uno
de sus extremos. Para dejarlo claro: los muelles no afectan para nada a
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(a) Muelles horizontales
\
/7774 i
, m__ 0 0
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) Muelles verticales
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) Muelle de torsién
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Figura 4.6.2: Matrices de rigidez (en coordenadas globales) para muelles (a)
horizontales, (b) verticales y (c) de torsién.

la divisién en gdl libres y restringidos que hay que realizar en en método
matricial (recordar §3.5).

Para ilustrar todo lo expuesto hasta ahora con un caso préctico,
consideremos la estructura de la Figura 4.6.3, que contiene tres muelles.

Lo primero que observamos es que los apoyos donde los dos muelles
lineales descansan ni siquiera se han numerado como nudos, y por lo
tanto no entrardn en el modelo matematico de cdlculo matricial. Es
importante reiterar que esto es posible sélo por ser uno de los extremos
de los muelles un apoyo inmdévil.
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Py (m1) =K,
2
K,
g (m2) §

77777 70
1 4

Figura 4.6.3: Ejemplo de estructura con elementos “muelle”.

Dividiendo los gdl en restringidos y libres (requerido para el méto-
do propuesto en §3.5), vemos que los restringidos son {wiz, w1y, 61, uay }
mientras que los libres son {ugy, uay, 02, use, Uy, 03, U4y }. Observar como
esta division es exactamente igual a la que se haria si no existiesen los
muelles, ya que estos no afectan para nada en este punto.

El tnico efecto de los muelles serian unas entradas extra a la diagonal
de la matriz de rigidez global de la estructura, que quedaria como sigue:

K12 K13 0 0
Ko | Ki OKBIKE4KE  KE 0
0 K§ KB KEKE Ky
0 0 K3 K3t + K72

donde se ha usado la notacién Kf}’ para referirse a la parte relativa a
los nudos 7,5 de la matriz de rigidez global de la barra a — b. Para
recordar el método de ensamblaje de esta matriz, referirse a la seccién
3.3. Respecto al efecto de los muelles, se modelan mediante los tres
términos K323, Kg};l y K7%2 en la diagonal, y que valen:
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000 0 O ko O
2
K’Qg?’: 00 0 Kggl — KZ}E:
kq 0 O
0 0 ks

Finalmente, no hay que perder de vista que aunque los apoyos en
los que descansan los muelles m1 y m2 no se han modelado como vari-
ables en este problema, por supuesto siguen ejerciendo una reaccién que
habrd que tener en cuenta si es necesario. Si por ejemplo, en el proble-
ma del ejemplo se requiriese verificar el equilibrio de cargas externas y
reacciones sobre la estructura, habrd que tener en cuenta las tres com-
ponentes de la reaccién en 1 (Fl), la carga externa en 2 (P), el momento
ejercido por el muelle en ese mismo nudo, la reaccién vertical en 4 (f4,),
y las dos reacciones transmitidas por los muelles desde sus apoyos hasta
los nudos 3 y 4. El valor de dichas reacciones se puede calcular facilmente
a partir de la ley de comportamiento elastico, y valdrian F,; = kqug, y
Fi0 = kouy, para los muelles m1 y m2, respectivamente, y M0 = ksfs
para el muelle de torsién.
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4.7. Apoyos modviles no ortogonales

Como se explico en §3.1, en célculo matricial se manejan tres tipos
de sistemas de coordenadas distintos: uno global, uno local para cada
barra y uno local para cada nodo. Los locales de cada barra pueden
coincidir o no con el global, con el que estan relacionados a través de las
matrices de rotacion T que vimos en el capitulo 2.

En esta seccién nos interesan los sistemas de coordenadas nodales.
Estos sélo se deben tener en cuenta cuando exista algin apoyo mévil
(p-€j. un “carrito”) cuyo gdl libre sea no ortogonal al sistema de coorde-
nadas globales. Es decir, cuando el apoyo permita deslizamientos sobre
un plano inclinado en una direccién distinta a la de x o y global. Un
ejemplo de dicha situacion se da en el nudo 4 de la estructura mostrada
en la Figura 4.7.1.

¥

LA

Sistema d
coordenadas global

1
77777

Figura 4.7.1: Ejemplo de estructura con un apoyo articulado no ortogonal al
sistema de coordenadas global.

La necesidad de tratar como un caso especial estos apoyos moviles
sobre planos inclinados se justifica pensando que uno de los primeros
pasos a realizar al resolver la estructura es dividir los grados de liber-
tad en libres y restringidos (recordar §3.5). Si observamos el nudo 4,
veremos que seria imposible decidir cuales de sus dos direcciones x e
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y en coordenadas globales son libres o restringidas, ya que ambas son
libres pero existe una ligadura entre ambas que las restringe, de for-
ma que no pueden variar independientemente. La solucién consiste en
considerar las dos direcciones alternativas =’ e 1/, a las que llamaremos
coordenadas nodales. La ventaja de estas coordenadas es que, ahora si,
podemos separar muy claramente el grado de libertad restringido (y')
del libre (2).

A continuacién se explica porqué el considerar estas coordenadas
nodales no ortogonales a las globales nos forzard a modificar el sistema
de ecuaciones global de la estructura, en forma matricial F = Kﬂ', por
una versién modificada F = K'U’.

Sea una estructura cualquiera con n nudos donde el 7’ésimo nudo
se corresponde con un apoyo mévil sobre un plano inclinado. Dicha es-
tructura se modela mediante los siguentes vectores de fuerzas (f‘) y

—

desplazamientos (U) en coordenadas globales:

— —

Fy U,
F’lfl -[_jifl
ﬁi+1 I_ji+1

f‘n _’n

relacionadas a través de la matriz de rigidez K mediante F = KU. Dicha
matriz debe ensamblarse conforme a lo descrito en §3.3. Debido al apoyo
moévil sobre el plano inclinado no podemos dividir las componentes de

U; en grados de libertad libres y restringidos, por lo que aplicaremos el
siguiente cambio de coordenadas:

F, =T U;=Tu? (4.7.2)
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donde se han introducido las fuerzas y desplazamientos del nudo i en
coordenadas modales, representadas por f? y 1:1'?, respectivamente. Se
usard el superindice - para denotar que se trata de un sistema de co-
ordenadas nodal. Respecto a la matriz T;, se trata de una matriz de
rotacién similar a las descritas para transformar las matrices de rigidez
locales de barras a coordenadas globales en el capitulo 2, dada por:

cosf —sing 0
cosff —sinf

T; = T;= 1| sinf cosf8 0
' sinf cospf '
0 0 1

Para un apoyo articulado (2 gdl) Para un apoyo rigido (3 gdl)

siendo 3 el angulo desde el sistema de coordenadas global hasta el plano
inclinado del apoyo, medido como se indica en la Figura 4.7.1.

Para llevar a cabo el cambio de coordenadas en las fuerzas y despla-
zamientos del nudo i, expandimos el sistema de ecuaciones F = KU y

sustituimos los valores de la Ec. 4.7.2:

F1
Fi_1
Ty | = (4.7.3)
Fit1

F,

K11 o Kria K Kiit1 . Kin U,
Ki—11 ... Kic1i-1 | Kicis | Kiciir o0 Kican U;_1

K; 1 o Ky K;; K it . Kin T;u}
Kit11 .. Kig1i-1 | Kig1s | Kig101 o0 Kigin Uit
L Kn,l cee Kn,i—l Kn,i Kn,i+1 cee Kn,n i U,
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Dado que nuestro objetivo es ser capaces de plantear una divisién
vélida de los grados de libertad entre libres y restringidos, nos interesaria
que en los vectores de fuerzas y desplazamientos solamente interviniesen
F? y 1:1_’;‘7 y no sus versiones en coordenadas globales ]?Z = Tlf'? y Ij] =
Tiﬁ?, que son las que aparecen en la ecuacién anterior.

Mediante las reglas del producto de matrices se puede demostrar
que esto se consigue modificando las entradas de la matriz global K que
aparecen en la 7’ésimas filas y columnas, las marcadas entre lineas en la
Ec. 4.7.3. De esta forma se llega a otra matriz de rigidez K’ que relaciona
vectores de fuerzas y desplazamientos que en parte estan en coordenadas
globales y en parte en coordenadas nodales:

fn = (4.7.4)

Ki1 Kii—1 Ki,;T; Ki,it1 Kin U,

s

Ki11 .. Kic1i1 | Kic1:iTi Kicii41 .0 Kicin U; 1
T K1 ... T/K;;1 | T/K;T; | T/Kiit1 ... T/Kin a7

Kiti1 ... Kiriio1 | Kig1:Te Kiriie1 ... Kipin Uit

K1 e K1 K., iT; Kp,it1 e Knn U,

K’ O’

Sera sobre este dltimo sistema de ecuaciones sobre el que habra que
operar segun lo descrito en §3.5 para resolver la estructura. Por ejemplo,
cuando se extraiga la submatriz de rigidez correspondiente a los gdl libres
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(lamada K7, en §3.5) se hard a partir de la matriz K’ de la Ec. 4.7.4 en
lugar de a partir de la matriz K original. Asi mismo, hay que tener en
cuenta que al obtener la solucién a los desplazamientos de los gdl libres
(el vector I_jL) los gdl correspondientes al nudo ¢ del plano inclinado

)
A

(una parte de 4}') estardn dados en el sistema de coordenadas nodal.
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4.8. Simplificacién de barras por muelles

En esta seccién estudiaremos un proceso de simplificacion de estruc-
turas, totalmente opcional, que aunque estd basado en las matrices de
rigidez vistas en este texto se puede aplicar igualmente a cualquier otro
método de resolucién de estructuras no matricial.

La idea consiste en reemplazar una barra o viga presente en una es-
tructura por uno o dos muelles de tipo lineal o de torsién, de manera que
la estructura simplificada se comporte exactamente igual con los muelles
que con la barra. Si nos referimos a los nudos inicial y final de una barra
cualquiera como i y j, respectivamente, el proceso es el esquematizado
en la Figura 4.8.1. La ventaja de simplificar es la eliminacién de uno
de los nudos del problema (el i en la figura), reduciendo por tanto el
numero de incégnitas y el tamano de la matriz de rigidez global.

(resto de la estructura)

Figura 4.8.1: Una barra (izquierda) puede reemplazarse en determinadas cir-
cunstancias por uno o dos muelles escogidos de entre los tres
mostrados en la estructura simplificada (derecha).

A nivel matematico, se debe asegurar que la matriz global de la es-
tructura simplificada sea idéntica a la matriz de la estructura original
(ignorando obviamente las filas y columnas relativas a los gdl que se de-
jan fuera del problema). En este sentido, estamos hablando de una sim-
plificacion en el numero de gdl del problema, no de una aprorimacion.
Eso si, debemos avisar de que dependiendo del tipo de simplificacién
particular las reacciones obtenidas por el método de calculo matricial
en el nudo donde se anaden los muelles (el j en el ejemplo de arriba)
pueden no ser las mismas que en la estructura original, lo que debera ser
tenido en cuenta.
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Consideremos la matriz de rigidez (por comodidad, en coordenadas
locales) de la barra a de la figura anterior:

(4.8.1)

Sabemos, por el método de ensamblaje visto en §3.3, que los términos
Kfz y K;LJ se sumaran a los bloques diagonales de la matriz global de la
estructura de indices ¢ y j, respectivamente.

El objetivo de las simplificaciones mediante muelles es eliminar del
problema todos los gdl relativos al nudo ¢, y respecto al nudo j, que el
bloque K;‘] se pueda aproximar, teniendo en cuenta los valores de los

desplazamientos conocidos (parte del vector Ij), mediante una combi-
nacién de hasta tres muelles, tal que:

0
Xt
. A 0
K Kii a7
N - N 0
~ Kx Kx K 0 e
Kege = K R J AJyJ ij J }"9{( (4.8.2)
ji | Kyay Ky Kye, Ugj
Kooy Koy, Koy, Ty
Ugj
0
M
. . 0
- 0
_ K, 0 0 i
i 0 Ky 0 ﬁ:(;j
0 0 Ky Giyj
Upj
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K., Kupy Ko, K, 0 0
- K?J' = Kyjliy Kyj Kijj = 0 Ky 0
Ko, Koy, Ko, 0 0 Ky

donde IA(CC, Ky y K son las tres constantes de elasticidad de dos muelles
lineales en las direcciones de los ejes locales Z e 3 y de un muelle de tor-
sién, respectivamente. Alternativamente, podemos plantear la equivalen-
cia con muelles colocados directamente siguiendo los ejes x e y globales
si esto es conveniente, persiguiendo en este caso la equivalencia:

Kxj szyj Kxjej Kx 0 0
KY = | Kyoy, K, Kyo |=| 0 K, 0 | (483)
Ko, Koy, Ko, 0 0 K

En cualquier caso, los valores de las constantes de los muelles deberdn
ser los de las entradas correspondientes en la matriz de rigidez de la
barra. Por ejemplo, en la Ec. 4.8.3 la constante del muelle en la direccién
horizontal (K ) tendria el valor de la entrada K, de la matriz de rigidez
de la barra.

Para concretar la discusion anterior, resumimos ahora las dos condi-
ciones que deben verificarse para poder llevar a cabo la simplifi-
cacién de una barra por muelles:

1. Todos los gdl del nudo ¢ deben tener desplazamientos y
giros restringidos a cero, o no ser estudiados. Por ejemplo,
en una barra con unién del tipo articulada en su extremo ¢ bastaria
con que estuviese simplemente apoyada para asegurar que sus dos
desplazamientos x e y sean nulos, siempre y cuando se modele
mediante una matriz condensada (p.ej. de tamano 4 x 4 0 5 x 5)
en la que el giro en dicho nudo no entre en el problema.

2. Que para el caso concreto a estudiar se cumpla la identi-
dad de la Ec. 4.8.2, o su equivalente con coordenadas globales.
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Esto puede ocurrir bien porque todas las entradas de la submatriz
de rigidez K;; que aparecen sombreadas en las Ec. 4.8.3-4.8.3 sean
ceros, o bien porque puedan ignorarse si aparecen en filas y colum-
nas cuyo desplazamiento correspondiente esté restringido a cero
(p-ej. la primera fila y columna pueden ignorarse si el desplaza-
miento uz; es cero, etc.).

Y en todo caso:

= Solamente podran anadirse muelles en gdl del nudo j que
sean libres ya que, evidentemente, un muelle aplicado en un gdl
restringido no tiene efecto alguno.

La mejor manera de aclarar como llevar a la practica estos puntos
es verlos aplicados en ejemplos concretos:

Ejemplo 1

La barra cuya simplificacién se estudia se encuentra empotrada en
su extremo 1 y estd rigidamente unida en el nudo 2 a otra barra que
aqui no nos interesa. Analizando las restricciones de movimiento vemos
que todos los gdl del nudo 1 son cero, asi como lo estan los gdl x e y del
nudo 2.

S e —> o
! Fomr
Figura 4.8.2: Ejemplo de simplificacién de una estructura con muelles.

Es decir, de los 6 gdl de la barra 12, solamente el giro 65 es libre y
es por tanto una incégnita. Es inmediato verificar la condicién nimero
1 indicada arriba, ya que en este caso todos los gdl del nudo origen
(U1, U1y y 01) estan restringidos a cero. Para comprobar la condicion
numero 2 planteamos ahora la expresion F12 = K202 (en coordenadas
globales) usando la matriz de rigidez que vimos en §2.3:
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F'? = K!"?U" (4.8.4)
[ EA EA ) a
12BI  6EI 12BE1  G6EI a
0 L3 L2 0 —I 12 Uty
0 6EI AEI 0 _6EI  2EI a
_ L7 L 7’ T 1
-0 0 | &0 0 ug,
12BI _ 6EI 12E1 6EI a
O 2 e 7 £ 2 Uzy
6EI 2E1 6EI  AEI a
L 0 L2 L 0 T L2 | 03
0
EA 0 0 | _EA 0 0 %
L L o
0 12EI  6EI 0 _I12BI  6EI %
L? L2 L3 L2
0
0 6EI 4ET 0 _6EI  2EI 9/@1
_ L7 L L7 L i
=
I |
xT
0 -l2BL _eBI | 1251 _6EI 0
a,
0 6EI 2E1 0 _BEI  4EI %
L L? L L? L | 03

Las entradas de la matriz de rigidez cuyas filas y columnas (ambas)
corresponden a gdl con movimientos restringidos aparecen sombreadas
en la igualdad inferior. Respecto a la submatriz de rigidez que nos in-
teresa (Koo, la inferior derecha), tenemos que comprobar si se puede
aproximar por una matriz donde todas las entradas no diagonales sean
o bien ceros o bien corresponder a elementos sombreados. En este caso
podemos ver que si es asi:

%’ 0 0 00 0 K, 0 0
0 128 0 L ’ = 00 O =] 0 K, 0
0 8 4EI 00 0 0 Ky
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K,=0
— K,=0 (4.8.5)
Ko = 4

y de esta forma verificamos que de los tres muelles posibles, en este caso
solamente es necesario emplear un muelle de torsién con la constante de
elasticidad indicada para reemplazar la barra, tal y como se muestra en
la derecha de la Figura 4.8.2.

Ejemplo 2

En este caso la barra a simplificar se encuentra simplemente apoyada
en su extremo 1 y rigidamente unida en el nudo 2 a otra barra.

s =

Figura 4.8.3: Ejemplo de simplificacién de una estructura con muelles.

—_

Para que se verifique la condicién nimero 1 vista arriba, todos los
gdl del nudo 1 deben estar o restringidos o no ser estudiados. Como el
giro 01 no esta restringido, nos vemos forzados a considerar para la barra
un modelo de matriz condensada de 5 x 5 del tipo articulada-rigida (ver
§2.5.2) si queremos realizar la simplificacién. Una vez seleccionada esta
matriz, se puede comprobar que efectivamente si que podemos simplificar
la barra por un unico muelle de torsién con un valor Ky = % Al ser
este caso muy similar al anterior, no lo explicamos tan en detalle y
dejamos como ejercicio al lector que haga el razonamiento del que se
deduce el valor para la constante del muelle.

Ejemplo 3

A continuacién vemos otra modificacién més sobre el mismo proble-
ma anterior, ahora mediante la liberacion de la restriccion del movimien-
to del nudo 1 en la direccién horizontal:
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e

Figura 4.8.4: Ejemplo de simplificacién de una estructura con muelles.

La intencién de este ejemplo es llamar la atencién sobre la primera
condicién para simplificar, la que dice que el nudo de origen (el 1) debe
tener todos sus gdl forzados a un desplazamiento nulo o no estudiarse.
A primera vista este caso y el ejemplo 2 de la Figura 4.8.3 son distintos,
pero en ausencia de cargas, sabemos que el desplazamiento horizontal
del nudo 1 sera nulo, y por lo tanto los dos problemas son exactamente
equivalentes a pesar del distinto apoyo, y ambas barras pueden simpli-
ficarse por el mismo muelle de torsién en el nudo 2. Hay que incidir en
que esta equivalencia sélo es valida en ausencia de cargas que impliquen
movimiento en el gdl uq,.

Ejemplo 4

Tratamos de simplificar ahora la barra 12, empotrada en su extremo
inferior y unida mediante articulacién a un carrito que permite desplaza-
miento vertical:

Figura 4.8.5: Ejemplo de simplificacién de una estructura con muelles.

De los seis posibles gdl de una barra, los tres correspondientes al nudo
1 deben estudiarse al estar su desplazamiento restringido a cero, mientras
que en su otro extremo podemos no estudiar el giro 5. De esta forma se
cumple la primera condicién para simplificar, ya que @1, = @1, = 641 = 0.



CAPITULO 4. SITUACIONES PARTICULARES DE CALCULO 115

Sobre la segunda condicién, desarrollamos la expresion F12 = 12012
(por simplicidad, en coordenadas locales) usando la matriz de rigidez
condensada para barras rigido-articuladas que vimos en §2.5.3:

F? = KU (4.8.6)
70 0 =50 i,
0 3[%[ 3[{:721 0 _3[%[ allly
_ 3E1 3E1 3E1 a
= O = T |0 -5 01
R E T
3E 3E1 3EI ~a
0 =T T 0 3 ]\ Y2y
_ q 0
B0 =B o0 “
3EI 3EI _3EI e
0 L3 2 0 L Yy
0
_ 3EI 3EI _3EI
= 0 2 L 0 7 o
% 0 0 50 i,
3EI 3EI 3EI o 0
O - -7 | 0 Iz %

donde se han sombreado las entradas de la matriz de rigidez cuyas filas y
columnas (ambas) corresponden a gdl con movimientos restringidos (to-
das excepto la entrada de la cuarta fila y columna). Comprobamos ahora
si se puede aproximar la submatriz del extremo final (Kyy) por una ma-
triz donde todas las entradas no diagonales sean o ceros o correspondan
a elementos sombreados:

FA

EA 0
= = (4.8.7)
0

EA
EA K;
0

0

>

EA
Ky = 5¢
K

>
I
o
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y efectivamente en este caso también se cumple por lo que la barra se

puede reemplazar por un muelle lineal de constante E—LA en la direccién

del eje local 2, tal y como se muestra en la derecha de la Figura 4.8.5.

Ejemplo 5

Observamos ahora la barra 12, simplemente apoyada en su extremo
superior y empotrada en el inferior:

4502? |::>§le2

Figura 4.8.6: Ejemplo de simplificacién de una estructura con muelles.

Los dos gdl de desplazamientos del nudo origen (el 1) estan restringi-
dos a cero quedando el giro 0 libre, por lo que tenemos que considerar
una matriz condensada en caso de querer simplificar la barra. En el
nudo 2 estan restringidos el desplazamiento vertical y el giro, por lo
que el dnico gdl libre donde podriamos colocar un muelle es en el de-
splazamiento horizontal, siguiendo la direccién del eje x global. Por ello
planteamos la expresién F!2 = K12U!2 en coordenadas globales, toman-
do la matriz de rigidez condensada para una barra articulada-rigida de
§2.5.2 y teniendo en cuenta que la orientacién de la barra es de ¢ = —45°:

F?2 = KY2U"2=T(¢)K?T(¢) U2 (4.8.8)
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B0 |5 0 o s,
3EI 3EI  3EI
0 L3 0 -7 12 uiy
_ EA EA T
- T(¢) -1 0 I 0 0 T(¢) ’LL%z
3EI 3EI 3EI
0O = 0 I —-I=F Uy
3EI 3EI  3EI
I 2 Uy > o 2
a
Uty
uf
K1 | Ki2 ay
= Uy,
K | Koo .
ug,
a
2
a
Uy
a
uly
= ETACOS2¢+35—BISiH2¢ ug,
a
ug,
03
- 0
u
0
a
uty’
= ETACOSQ¢+35—3[Sin2¢ ug,
0
a
Yy

donde se han vuelto a sombrear las entradas de la matriz de rigidez
cuyas filas y columnas corresponden a gdl con movimientos restringidos.
Igualamos ahora la submatriz del extremo final (Kg2, en globales) a una

matriz diagonal:
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ELA cos? ¢ + 35,[ sin? ¢ PSS
or? PSS
et PSS
[ EAcos ¢+3§Ism2¢ 0 0
= 0 00
i 0 00
(K., 0 0
= 0 K, 0 (4.8.9)
| 0 0 Ky
¢=—45°
K, = EAcos ¢+3Elsm o = g—LA+%
— K, =0
Kyg=0

con lo que obtenemos el valor de la constante de rigidez del muelle

horizontal con el que podemos reemplazar la barra, como se ve en la
Figura 4.8.6.

Contraejemplo 1

Igualmente importante que saber simplificar una barra por muelles
es ser conscientes de cuando no es posible realizar dicha simplificacién,
situacién que veremos con unos ejemplos.

Sea la barra 12 unida a un empotramiento deslizante en su extremo
1 y rigidamente unida a otra barra en el otro:

Podemos ver que no se cumple la primera condicién de asegurar que
todos los gdl del nudo origen (el 1) estén restringidos a movimientos
nulos. Y al contrario de lo que ocurria con el ejemplo 3, en este caso no
podemos asegurar que el desplazamiento vertical uy, vaya a ser cero por
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=

Figura 4.8.7: Barra para estudio de su posible simplificacién por muelles.

ausencia de cargas, con lo que rdpidamente desechamos la posibilidad
de reemplazarla por muelles.

Contraejemplo 2

Consideremos la barra 12, empotrada en 1 y unida rigidamente a
otra en su otro extremo:

Jor—r—2lg)

Figura 4.8.8: Barra para estudio de su posible simplificacién por muelles.

De los 6 gdl de la barra, todos estan restringidos salvo el desplaza-
miento ugy, y el giro 02. En caso de poder simplificar la barra por muelles,
estarfan en dichos gdl. Vemos que se verifica la condicién ntimero 1 para
simplificaciones al estar todos los gdl en el nudo origen restringidos. Para
verificar la segunda condicién, planteamos la expresion Fl2 = K120!2
en coordenadas globales:

F?2 = K209 (4.8.10)
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EA FA a
12E1 6FE1 12E1 6E1 a
0 L3 L7 0 -3 L2 Uty
0 6E1 AET1 0 __6EI 2F1 a
L2 L L? L 1
EA EA a
- I O O I 0 0 UQI
12F 61 12F 6E1
0 - —1=| 0 T T || 4y
6E1 261 6E1 AET1 a
L0 = T |0 T T\ %
[ EA EA i 0
BEA g o |-BA o 3
0 12E1 6EI 0 _12B1 6EI %z/
L3 L2 L3 L2 yO
6E1 AET1 __6FEI 2F1
0 % |0 % o
EA EA 0
-z 0 o | 7 0 0 ug
12E1 6F1 12FE1 6FE1
0 -5 -1 | 0 7l 72 ug,
6F1 2E1 6FE1 4FE1
v = T 0 - og

donde hemos sombreado las entradas correspondientes a gdl restringidos.
Si ahora comprobamos la posibilidad de igualar la submatriz del extremo
final (Koo, la inferior derecha) a una matriz donde todas las entradas no
diagonales sean o bien ceros o bien corresponder a elementos sombreados

vemos que:
0

% 0 0 0 0 0 K, 0 0
0 LB s = |0 -G\ A) 0 K, 0

es decir, que en este caso no podemos simplificar la barra por muelles al
existir relaciones cruzadas entre los gdl libres, como revelan los elementos
no nulos fuera de la diagonal.
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4.9. Comprobacion del equilibrio de esfuerzos,
acciones y reacciones

La comprobacion del equilibrio en alguno o todos los nudos de una
estructura no forma estrictamente parte del proceso de resolucion, sino
que es mas bien una manera de verificar que los resultados obtenidos son
consistentes, y por tanto, probablemente libres de errores. Es importante
senalar igualmente que este procedimiento no es especifico para célculo
matricial de estructuras, por lo que podria aplicarse a cualquier otro
método de resolucion.

El proceso de comprobacion del equilibrio para un cierto nudo ¢ con-
siste en reunir todas las acciones (cargas externas puntuales), reacciones
(en caso de tratarse de un apoyo) y esfuerzos (para cada una de las bar-
ras que incidan en el nudo) y representarlas tal y como actian sobre el
nudo, teniendo especial cuidado en la direccién y sentido de cada fuerza
y momento. A continuacién, se debe verificar que se cumplen las tres
ecuaciones de equilibrio para el punto del nudo :

SE = 0
YF, = 0 (4.9.1)
SM;, = 0

siendo I, y I, las componentes horizontales y verticales de cada una de
las fuerzas, respectivamente.

Iustraremos el proceso con el ejemplo de la Figura 4.9.1(a), donde
a un nudo 7 se aplica una carga puntual P, y llegan dos barras (a y b)
unidas entre si rigidamente y también un cable (¢) que se modela como
una barra biarticulada.

Como se muestra en la Figura 4.9.1(b), se deben plantear todas las
fuerzas que actian sobre el nudo. Para contar el efecto de todas las
barras se puede asumir que todas ellas han sido “cortadas” muy cerca
del nudo (en teoria, infinitesimalmente cerca). En cada punto de corte
apareceran, en el lado de la barra, los esfuerzos axiles (N), cortantes
(V') y el momento flector (M) de dicha barra, y en el lado del nudo, las
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reacciones de cada una de estas fuerzas y momentos. En definitiva, las
fuerzas que se muestran encerradas por la linea discontinua son todas
las que actian sobre el nudo ¢, y todas ellas, en conjunto, deben cumplir
con las tres condiciones de la Ec. 4.9.1.

Para completar esta seccion, se daran algunas aclaraciones sobre ca-
sos especiales que se pueden encontrar a la hora de verificar el equilibrio
de fuerzas en un nudo:

= Si el nudo en cuestiéon es un apoyo, habrd que tener en cuenta
la fuerza de la reaccién, que se corresponde con F; en nuestra
notacién de calculo matricial.

= A la hora de tener en cuenta los esfuerzos de las barras y las reac-
ciones de un posible apoyo, habra que tener cuidado de usar los
valores totales si el problema se ha abordado mediante superposi-
cién de una serie de subproblemas.

= En caso de existir un muelle aplicado sobre el nudo, no olvidar
que éste también ejercen una fuerza F"* = K™ U; que deberd ser
tenida en cuenta.

= Sélo se contaran las fuerzas externas cuando sean puntuales apli-
cadas precisamente en el nudo en cuestion. Las cargas distribuidas,
de temperatura o de otro tipo que afecten a las distintas barras
podran dar lugar a cargas nodales equivalentes sobre el nudo i,
pero estas no se contaran a efectos de verificar el equilibrio. La
razén es que fichas fuerzas ya estan realmente siendo tenidas en
cuenta a través de los esfuerzos de cada barra.
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Nudoi
P

(a) Un nudo ¢

// yr [N h }/N
-, g
e RV % /N:\
a N,“
:ES —»> | - /
Ny 2R v
N /
N 2
~ —

(b) Anélisis del equilibrio en 4

Figura 4.9.1: (a) Caso de estudio para andlisis de equilibrio en un nudo 7.
(b) Descomposicién de todos los esfuerzos de las barras y sus
efectos en el nudo considerado aislado.
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CAPITULO b

PROBLEMAS RESUELTOS

5.1. Problema 1 (estructura articulada simple)

Sea la estructura articulada de la Figura 5.1.1, donde todas las barras
tienen una seccion A = 2cm?, la unidad de longitud L vale 0,5m y la
carga P wvale 1000N. Se pide determinar los desplazamientos de todos
los nudos y los esfuerzos de las barras por el método de cdlculo matricial
(Dato: E =200.000 N/mm? =200 GPa )

Resolucion:

En primer lugar escribimos de forma ordenada la longitud, seccién y
orientacién de cada barra!, datos que necesitaremos més adelante:

! Asumiendo que la conectividad de las barras es tal que en el sistema local de
coordenadas de la barra el eje & estd orientado desde ¢ hacia j, siendo ¢ < j (lo que
no es obligatorio, se podra elegir entre las dos direcciones posibles siempre y cuando
se respete la decisién cuidadosamente en todos los célculos). La orientacién ¢ refleja
el angulo entre este eje y el eje z global.

125
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2L b

A
v

L

Figura 5.1.1: La estructura de barras articuladas mas sencilla: un tridngulo.
El sistema de coordenadas global tiene sus ejes orientados como
se muestra en la parte superior derecha.

Barra L A 10}
L A 0°
2L A 90°
c LV5 A 116,565°

Como se ve, intentaremos arrastrar mientras sea posible los val-
ores simbdlicos de las variables en lugar de sus valores numéricos, pues
hara méas cémodo trabajar y evitara errores.

El vector de solicitaciones F contiene los 3 vectores (en coordenadas
globales) de fuerzas para cada nudo, de 2 elementos cada uno: dos reac-
ciones (como maximo) por cada apoyo articulado o las dos componentes
de la carga en un nudo articulado (ver Figura 3.4.1). De forma andloga
se define el vector global de desplazamientos U (también en coordenadas
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globales), con las 2 componentes del desplazamiento (en z e y) para cada

nudo o apoyo del problema.
Ambos vectores estan relacionados por medio de la matrix de rigidez

del problema K:

Fq u;
Fy | =K| i
F; Ui
J1z Ulg
Fox1 = Kex¢Usx1 — [y U1y (5.1.1)
foo | _ K| v
fay Uy
[3x U3y
I3y U3y

Si ahora procedemos a montar las submatrices de K de acuerdo a lo

explicado en §3.3, tendremos:

Fq
Fy, | = (5.1.2)
F3
| K{, + K, Ki, Ki3 U
K" K3, + K3 K33 U
K?3T K, ' K + K3 U3

Se describe a continuacién el cdlculo de cada una de las submatrices:
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Barra a: Esta barra tiene orientacion ¢, = 0°:

1= T(¢a)K(f1T(¢a)T
B 1 EA EA
_ 10 E4 0 Lo E 0
Lo 1]] o o 0 1 0 o
Te o
“loo 107 = X5
K{, = T(‘ﬁa)ATzT(d’a)T
r EA EA
_[ro -£4 o Lol| _[-5 o
L0 1 | 0 0 0 1 0 0
-8 0
= o 0]107:K51T

Barra b: Esta barra tiene orientacién ¢, = 90°:

Klfl = T(¢b)K’i1T(¢b)T

i EA
_ o ][5 o o 1]_[o o
1 0 0 o0J[-1 0 0o £4
[0 0

= o 4]107}(33

Kby = T(¢)K8sT ()"

M A
_ 0 —1}{—5 0][0 1}{0 0 ]
EA
1 0 0 0 -1 0 0 -Z4
[0 o

= 0 4 } 107 =K% "

Barra c: Esta barra tiene orientaciéon ¢. = 116,565°:

S = T(¢e)KST(¢c)"

EA
0,446 —0,895 24 0 0,446 0,895
0,895  —0,446 0 0 —0,895 —0,446

07123 —1,4286 |
—1,4286  2,8654

53 = T(pe)K53T ()"
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B —0,446 —0,895 —LE—% 0 —0,446 0,895
0,895 —0,446 0 0 —0,805 —0,446
_ —0,7123 14286 | o Ks,T
1,4286  —2,8654

Con esto ya podemos reescribir la Ec. 5.1.2 con sus valores numéricos:

flm
F, Tiw
7 0
2 =
]?;3 f2y
1000
0
8 0| -8 0 0 0 0\ !
0 4 0 0 0 —4 0o |2
| -8 0| 87123 14286 | 07123 14286 | .|
0 0 |-14286 28654 | 14286 —2,3654 0
0 0 |-07123 1428 | 07123 —1,4286 U
0 —4| 1,4286 —2,8654 | —1,4286  6,8654 Uz,

Siguiendo la estrategia de resolucién explicada en §3.5, dividiremos
los vectores F y U en dos partes: una parte R con las variables correspon-
dientes a componentes restringidas y otra parte L con las componentes
libres. En este caso:
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flz flav
fly fly
- 2 Fr 2
F = f z E = — A
fay Fr foz
f?)a: f31
f3y f3y
Uty Uty
Uly Uly
_, U ﬁR U2
U = g ——t — = g
Uy U U2g;
U3y U3y
U3y U3y

Y la misma divisién debe aplicarse a la matriz K, que se particiona
de la manera que sigue:

[ 0 -8 0 0 0o |
4 0 0 0 4
8 0 | 87123 14286 | —0,7123 14286 :
K — 107 —
0 0 —14286 28654 14286 —2.8654
0 0 | —07123 1428 | 07123 —1,4286
0 —4| 1428 —2.8654 | —1,428 6,8654
Knn K
K _ RR RL
Krr Kip
80 0
Krr =| 0 4 0 107

0 0 2,8654
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8,7123 —0,7123 1,4286
Ky, = | —07123 07123 —1,4286 | 107
1,4286 —1,4286 6,8654

Por lo que podemos plantear la siguiente ecuacién para despejar el
valor de los desplazamientos desconocidos Uy :

Fr | Krr Krgr Ug
F, Krr Kip Up
—F, = KpgUp+K; U, — Up= KEi(l‘:L ~ K Ug)
Cero
— ﬁL = KZ},FL
Uog [ 1252 1284 0 0
use | = | 1,252 25379 50205 | 1078 | 1000
Usy 0 5014 25 0
0,0000125
= | 000025379 | (m)
0,0000514

Ya que se ha obtenido el vector U completo (conociamos la parte
Upr y acabamos de obtener Uy), estamos en condiciones de calcular el
vector de fuerzas de la estructura F, por medio de:

F = KU
[ 8 o0 -8 0 0 0] 0
0 4 0 0 0 —4 0
_ ~8 0| 87123 1428 | —07123 14286 | .| 00000125
0| —1,4286  2,8654 | 1,4286 —2,8654 0
0| —0,7123  1,4286 | 0,7123 —1,4286 0,00025379
i —4| 1,4286 —2,8654 | —1,4286  6,8654 | 0,0000514
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~1000
~2000
= N 5.1.3
2000 (V) (5.1.3)
1000

Una vez hallados los desplazamientos de todos los nudos, también
podemos proceder a calcular los esfuerzos de las barras. Denotando los
esfuerzos axiles y cortantes como N y V%, respectivamente, tenemos:

Barra a, cuyos nudos son 1 y 2:

a fa
_Nl 1z

~ve fe Ky | K, Y
e B e el KOO
N2 fQJ; K21 K22

a a
‘/2 2y

Siendo: 4* =

0
0
1,284-107°
0

Q
e g g g
NN =
c 8 € 8
o ol = S~~~

— o | o O

T

|

&

PN
o oo o©
o o~ o

Barra b, cuyos nudos son 1 y 3:
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_N{) Alfx
; b | b
V?)b fgy
Ul
u
Siendo: @’ = t
U3y
U3y
[ EA EA 1
EA | -E4
0 0 0 0
- EA EA x
—EBA o] B4
0 0l 0 0]
0 1]0 o0 0
-1 0] 0 O 0
0 0|0 1 2,5379-10~4
0 0|-1 0 5141075
—2000
0
= (N)
2000
0
Barra ¢, cuyos nudos son 2 y 3:
—N§ f5a
N3 [52 K3, | K§3

Vs f5y
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U2y
Siendo: d° = U2y
U3y
U3y
[ EA __BA
L5 LV5
0 0 0 0
= ><
_EA EA
LV5 LV5
i 0 0 0 0
[ —0,446 0,895 0 0 1,284 -107°
0,895 —0,446 0 0 0
0 0 —0,446 0,895 2,5379 - 1074
i 0 0 0,895 —0,446 5,14 -107°
2236,068
0
= (N)
—2236,068
0

Estos resultados se resumen graficamente en la Figura 5.1.2.
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N() Yy M09
1 1
1000}
500} 0.5 0.5
z s B
2 o € o E
z > -
-500 05 -0.5)
1000 4 "
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 : 0 0.1 0.2 03 04 0.5 : 0 0.1 0.2 0.3 0.4 05
x (m) x (m) x (m]
(a) Barra a
NGO v,00 M,
1 1
200
1000l 05 05
-~ = E
z € o 2 o
s S 8
=
1000 05 05
-2000¢ " "
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 70 0.2 0.4 0.6 0.8 1 70 0.2 04 0.6 0.8 1
x(m) x(m) x(m)
(b) Barra b
NG V() M,(x)
1 1
2000
1000! 0.5 0.5
s s £
z € o 2 o
z > ~
=
-1000f 0] 05
-2000f
0 0.2 0.4 0.6 0.8 -'0 0.2 0.4 0.6 0.8 -10 0.2 04 0.6 0.8 1
x (m) x (m) x (m)

(c) Barra c

Figura 5.1.2: Esfuerzo axil N(z), cortante V; () y momento flector M (z) de
las distintas barras a lo largo de sus eje longitudinales (variable
x). Al consistir este problema enteramente en barras articuladas
y no existir cargas mas que en los nudos, los tnicos esfuerzos

que aparecen son axiles y constantes.
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5.2. Problema 2 (con barras rigido-articuladas)

Sea la estructura con nudos rigidos y articulados de la Figura 5.2.1,
donde la distancia L es de 1m, la carga lateral P vale 1 T y la carga
distribuida q es de 2T /m. Si las barras tienen un perfil IPE-200 (drea
de seccion A = 28,5cm?, momento de inercia de seccion I, = 1940em*),
se pide calcular los esfuerzos de todas las barras (Dato: E =210.000
N/mm?2).

77774

y A

T/m

O <+
a 2 b 3

§+HJ”+HP

< » & »
< » <€ »

L L

Figura 5.2.1: Estructura del ejemplo.

Resolucién:

El primer paso es determinar los grados de libertad que se calcularan
mediante el método matricial. Al existir cargas fuera de los nudos (la
carga distribuida ¢ sobre las barras a y b) se hace necesario particionar
el problema en subproblemas, de forma tal que la suma de las soluciones
de cada uno de ellos resuelva el problema propuesto. Distintas formas de
llevar a cabo la particiéon afectan a los grados de libertad del problema.
En este caso optaremos por esta divisién:
donde I y II son problemas estdndar de resistencia de materiales con
soluciones conocidas, y M es el problema que se resolvera por calculo
matricial, donde ya solamente existen fuerzas en los nudos. Observar
en M cémo se han introducido fuerzas ficticias en los nudos 2 y 3 para
compensar las reacciones de los empotramientos ficticios de las barras a
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3qL

3qL SqL
q (T/m) q (T/m)

y qu

A, P
(=
1 a 2 b #3
3qL
X7

o

5qL
8

Figura 5.2.2: Los tres subproblemas en que se divide el ejercicio.

v b. En el nudo 1 esto no es necesario ya que ese empotramiento es real,
no ficticio, porque formaba parte del problema.

Por lo tanto, los grados de libertad que se tendran en cuenta son los
sigui_(?ntes, reflejados en los vectores de solicitaciones F y desplazamien-
tos U:

flx flx
fly fly
My M,y
— f2w
Fy 3¢L
~ fay -
_. Fy —_—
F = =3 = f3w = -P
F3 5qL
P fay =5
4 M3 qu
f4m f4:r
f4y f4y
My My

11x1
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Uiz
Uty
th
_ U2y
U,
— u2y
_ U, _—
U = - = U3
Us
— U3y
U,y
03
Ugy
U4y
04

U2y

U2y

U3y

11x1

(5.2.1)

donde ya se han marcado en distintos colores las dimensiones libres

( L )y lasrestringidas ( R ) y se han sustituido los valores de los datos

conocidos.

La siguiente tabla resume los datos y el modelo que se usard para

cada barra:

Barra

¢

Modelo

0° Rigida-Articulada

0°  Articulada-Rigida

sEESAESIR s
SO S S B 5

90°

Rigida-Rigida

Otra opcidn seria haber modelado la barra b como rigida-articulada
y asumir una orientacion de 180° en lugar de 0°, con lo que se podria
reutilizar la matriz calculada para la barra a. Mas atn, otra alternativa
de planteamiento del problema seria modelar los problemas I y II como
barras biempotradas, en cuyo caso el nudo 2 tendra otros dos grados de
libertad extra, los dos dngulos de giro de las barras a y b en dicho nudo.

Las matrices de rigidez de cada barra son:
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Barra a: Esta barra tiene orientacion ¢, = 0°:

K = T(¢a)KaT(¢a)T

10 0
0 1 0 O3x2
T(¢a) = 0 0 1
O2x3 ‘ 0
B 0 1
B0 0| e
Re=| o s ab | o i
—£a 0 0 £a 0
[ 59,85 0 0 | -598 0
0 1,22 1,22 0 1,22 . .
= 0 1,22 1,22 0 —1,22 | 107 = Kllll Kf
—59,85 0 0 59,85 0 Ko | K
| o —1,22 -1,22 0 1,22
Barra b: Esta barra tiene orientacion ¢, = 0°:
K" = T(¢p)K"T(¢) "
10
0 1 ‘ O2x3
T(¢p) = 1 0 0
O3x2 0O 1 0
B 0 0 1
B EA 0 —EA 0 0
Kb=| 24 0 £4 0 0
[ 59,85 0 | -598 o0 0
0 1,22 ‘ 0 ~1,22 1,22 . ,
=| -598 0 59,85 0 0 107 = Kf Ki‘*
0 —1,22 0 1,22 —1,22 Kz | K
| o 1,22 0 122 1,22
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Barra c: Esta barra tiene orientacion ¢, = 90°:

K= T(¢C)KCT(¢C)T

S ;
03x3
0 1
T(¢c)_
0 -1 0
03x3 1 0
— - 0 1 -
BA o o -2 o 0 ]
0 1281 6EI o  _12BI  6EI
L3 L2 L3 L2
0 6ET AET 0 _6EI  2EI
Ke = L2 L L2 L
B0 o [ B o o
0 _12FT1 _6EI 0 12E1 6ET
L3 L2 L3 L2
0 6E1L 2E1 0 _6EI  4EI
L L2 L L2 L J
4,89 0 —244 | —489 -0  —244 ]
0 59,85 0 -0  —59,85 0
—2,44 0 1,6296 | 2,44 -0 081 | 7
—489 -0 244 | 4,89 0 2,44
-0 —-5985  —0 0 59,85 -0
2,44 0 0,81 | 2,44 —0  1,6296
_ | Kss | Ksy
| Kis | Kiy

Ahora montamos las submatrices de K segin lo explicado en §3.3:

Rellenando ahora todos estos valores en la matriz de

K tenemos:

11 12

5 Ki+ Kb,
0 K5,

0 0

0 0

K5, 0
Ki; + K53 K§,
Kis K,

5.2.2)

rigidez global



fia U1y
f1y Uly
My 01
fox U2g
foy Uy
faz =K | u3s
fay U3y
M3 2}
fax Uz
fay Udy
My 04
59,85 0 0 —59,85 0 0 0 0 0 0 0
0 1,22 1,22 0 ~1,22 0 0 0 0 0 0
0 1,22 1,22 0 —1,22 0 0 0 0 0 0
—59,85 0 0 119,7 0 —59,85 0 0 0 0 0
0 ~1,22 —1,22 0 2,44 0 ~122 1,22 0 0 0
0 0 0 —59,85 0 64,74 0 —2,44 | —4,89 —0 —2,44
0 0 0 0 —1,22 0 61,07 —1,22 —0 —59,85 0
0 0 0 0 1,22 | —244 —122 28518 | 244 -0 0,81
0 0 0 0 0 —4,89 —0 2,44 4,89 0 2,44
0 0 0 0 0 —0 —59,85 -0 0 59,85 -0
0 0 0 0 0 —92.44 0 081 | 244 0 1,63

(5.2.3)

107

SOLTINSHY SVINATIOUd "G OTNLIAV])

Ji4!
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Si ahora particionamos la matriz de rigidez global segin la division
RL indicada en la Ec. 5.2.1, tendremos:

K — Krr KkgL
Krr Kip
[ 1197 0 | 5985 0 0 |
0 2,44 0 122 1,22
KL 5985 0 [64,7388 0  —244 | 107
0 —122| 0 61,0122 —1,22
0 122 | —244  —122 28518

de donde podemos despejar los desplazamientos desconocidos U a par-

tir del vector de fuerzas conocidas Fr, y la matrix Ky :

U2y U2y
U2y U2y
ﬁL U3y = U3y
U3y U3y
05 05
foz 0 0 (V)
fay — 3k —14700 (N)
Fr i | =| =P =] -9800 (N)
f3y — L —12250 (N)
M G 2450 (N -m)

despejando U, como:

U, = K YF;,-K;p U
L LL(L LR R)

Es cero
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= Ki;Fo
[ 0161 —0,084 0,1556 0,00172 017 | 0
0,084 5312  —0,1685 0,05845 2.4 14700
= | 0156 —0168 031 000344 034 |10| —9800
0,0017 0,058 00034 0,1659 0,049 —12250
017 23993 034 0,049 4848 | 2450
1,095-10°6 \  (m) Use
—8,314506-10~% | (m) uzy
= 219-10°% | (m) =| us (5.2.4)
~2.805-10° | (m) uay
4,32102-10~* | (rad) 0

En este punto ya conocemos todos los desplazamientos del problema.
Queda pendiente calcular las fuerzas de las reacciones de los apoyos, que
aparecen en el vector F R- Si se realiza el calculo con un ordenador es mas
facﬂ sin embargo calcular directamente el vector completo F (del que
F R es un subconjunto), ya que este tiene la sencilla expresién F = KU
que en este caso nos da:

fia —655,25 (N)
f1y 10161,99 (N)
M, 10161,99 (N -m)
fox 0 (V)
fay —14700 (N)
F=KU=| f, |= —9800 (N) (5.2.5)
fay —12250 (N)
M; 2450 (N -m)
faw 10455,25 (N)
fay 16788,01 (N)
M, 3467,24 (N -m)
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donde las reacciones son las fuerzas y momentos de los nudos 1 y 4.

En este punto ya se ha resuelto completamente el subproblema M
por el método de calculo matricial. A los vectores de la solucién, U y
ﬁ, habré que sumarles ahora los correspondientes para los problemas de
resistencia de materiales, analizados a continuacién.

El resultado final del problema consistird, tanto para los vectores
de fuerzas como para los esfuerzos de cada barra, en las sumas de los
obtenidos en los tres subproblemas.

Subproblema I: Carga distribuida en barra rigida-articulada

En este problema aparecen reacciones en el empotramiento de la
izquierda (empotramiento real del problema), més la reaccién vertical
en la derecha que se introduce con la restriccion de que los nudos no
deben desplazarse en un subproblema:

5qL

HHH é

8

Figura 5.2.3: Subproblema I. Los nudos del problema son el 1 (izquierda) y
el 2 (derecha).

El vector de fuerzas correspondiente es:
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fia 0 0 (V)
) I f1y 5@2 12250 (N)
. = m =| % [=] 2450 (Nm) (5.2.6)
e for 0 o | w

fay 3L 7350 (N)

El esfuerzo cortante V! (x) y el momento flector M/ (z) de esta barra
a a lo largo de su eje x (con origen en el nudo izquierdo) vienen dados
por:

Bql
V() = —?q +q (5.2.7)

Ml(z) = %(—L2+5Lx—4x2)

Subproblema II: Carga distribuida en barra articulada-rigi-

da
Este es simplemente la versién simétrica del problema anterior:

O

L L
! q (T/m) l
Figura 5.2.4: Subproblema II. Los nudos del problema son el 2 (izquierda) y
el 3 (derecha).
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En este caso el vector de fuerzas es:

11

fou 0 0 (N)

Y 11 ﬁ 3k 7350 (N)

ﬁ3 = Jig_t = 0 = 0 (N) (5.2.8)
fay Bk 12250 (N)
ms —al? —2450 | (Nm)

El esfuerzo cortante Vi/{(x) y el momento flector M}!(z) de esta
barra b a lo largo de su eje = son:

ViH(z) = —%ql—kqx (5.2.9)

MT(z) = %(3Lx—4x2)

Calculo de reacciones en apoyos

Para calcular las reacciones en los nudos 1 y 4, simplemente hay
que tener en cuenta que hemos de considerar los tres subproblemas si-
multaneamente. En este caso, el subproblema I solamente afecta a la
reaccion del nudo 1, y el subproblema II no afecta a ninguna reaccion.

» Reaccion en nudo 1: Debemos sumar las aportaciones del cdlculo
matricial (subproblema M) y de la carga distribuida de la barra a
(subproblema I).

Jiz 0
Fi = | f, |=F+F=| %L | +F
" a
0 —655,25 —65525 \  (N)
= | 12250 |+ | 1016199 | =| 224119897 | (N)

2450 10161,99 126119897 | (Nm)
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= Reaccion en nudo 4: En este caso solamente influye la solucién del
problema matricial, por lo que:

faa 10455,25 (N)
Fo=| fo, | = FM=| 1678801 | (v) (5.2.10)
my 346724 | (Nm)

Calculo de esfuerzos en cada barra

» Barra a (1 — 2): Dado que los esfuerzos en coordenadas locales

vienen dados por fo = K“T(gba)—rﬁ“ y conocemos todos los des-
plazamientos en coordenadas globales U (ver Ec. 5.2.4), podemos
calcular dichos esfuerzos como sigue:

M ~ M
—N{ Tz
-V A‘fy N N
K¢ K¢
_Mla _ m% _ All A12 T((ﬁa)Tﬁa
; K3 | K3y
N; gm -
V2a fgy
Ulx
Uly
Siendo: 4 = 01
U2z
U2y
M
—655,253 (N)
10161,99 (N)
= 10161,99 (Nm)
655,253 (N)

—10161,99 (N)
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a lo que hay que sumar los esfuerzos del subproblema de resistencia
de materiales descritos en las Ec. 5.2.6-5.2.7. Los esfuerzos resul-
tantes a lo largo del eje de la barra se muestran detalladamente en
la Figura 5.2.5, aunque es sencillo calcular manualmente al menos
los valores en los extremos de la barra:

I M
NY NY NY
Ve Ve Ve
M = me | o+ | M
N3 Ny Ny
% % %
0 655,253 655,253 (N)
—12250 —10161,99 —22411,99 (N)
= —2450 + —10161,99 = —12611,99 (Nm)
0 655,253 655,253 (N)
7350 —10161,99 —2811,99 (N)
Ne) x10* Yy <10 M,(x)
1 1
500
- : 05 : 05 g
-500) 'oj = 0? g
0 02 04 06 08 1 0 0z 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1
x(m) x (m) x (m)
NG e V,(x) M,(0)
s o3 g
£, 3 g s
= o8 > 05 =" -1000] E
4 -2000)
T 02 04 06 08 1 0 0z 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1
x(m) x(m) x (m)
NG x10° Y x 10" M0
500) 2 1
z X £ g
-500 2 1
o 02 04 06 08 1 0 0z 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1
x (m) x(m) x (m)

Figura 5.2.5: Esfuerzo axil N(z), cortante Vj(z) y momento flector M (z) de

la barra a.
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» Barra b (2 — 3): En este caso procedemos de igual manera, calcu-
lando primero los esfuerzos segun el calculo matricial para la barra
en coordenadas locales:

-Ng F5e
7vb £b
2 2y Kb Kb
N,b — fb — _ 22 — 23 T(¢b)Tﬁb
3 3x Kb Kb
Vb fb 32 33
3 3y
My mg
U2z
U2y
Siendo: G@° = U3y
U3y
03
M
—655,253 (N)
—4538,01 (N)
= 655,253 (Nm)
4538,01 (N)
—4538,01 (N)

a lo que en este caso hay que sumar los resultados del subproblema
IT (ver Ec. 5.2.8-5.2.9). Los resultados exactos se muestran en la
Figura 5.2.6, siendo los valores en los extremos de la barra:

Ny
VQb
Ny
ng
v

Né’ 11 Ng M
|41 vy
N o+ M
vy Vi
M} M}

0 655,253

7350 4538,01

0 + | 655253

12250 4538,01

—2450 —4538,01

655,253 (N)

—2811,99 (N)

=| 655,253 (N)

16788,01 (N)
—6988,01 (Nm)
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N(x) Vi) M, (x)
5000 5000
500
n - T S
z B ) o
z > > =
-500f ©
-5000} -5000 =
o 0.2 0.4 06 08 1 o 02 04 06 08 1 o 0.2 0.4 06 0.8 1
x (m) x(m) x (m)
N(x) x10" Vyx) M, (x)
4
1 2000
0.5
_ _ 05 2 1000
B g I =
z > ~
s
08 05| 1000 A
- -2000
-1
o 0.2 0.4 06 08 1 o 02 04 06 08 1 o 0.2 0.4 06 0.8 1
x (m) x (m) x(m)
N(x) x 10" vy M, (x)
2
500) 1 5000
= = £ =
z € N g
z > > °
_500) -1 -5000)
o 0.2 04 06 08 1 o 02 04 06 08 1 o 0.2 04 06 08 1
x(m) X (m) x(m)

Figura 5.2.6: Esfuerzo axil N(z), cortante Vj(z) y momento flector M. (z) de
la barra b.

» Barra ¢ (3 — 4): Como en esta barra no existen cargas dis-
tribuidas, sus esfuerzos se pueden calcular Unicamente a partir
de la solucién del problema matricial (representados en la Figu-

ra 5.2.7):
—Ng f5e
~Vg Sy
—M3 _ m3 _ K} | Ki, T(¢e) @€
Ny 75, K, | KY, ‘
Vi Fsy

c (&
My my
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U3z
U3y
. _ 03
Siendo: U° =
U4z
Udy
04
—16788,01 (N)
10455,253 (N)
-~ 6988,01 (Nm)
16788,01 (N)
—10455,253 (N)
3467,243 (Nm)
x10° N(x) x10* Yy M)
2
; o; 000
z z £
<0 “; 0 <
z > s
- 0 -5000
A
2o 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 0 02 04 06 08 1

x (m)

X (m)

x (m)

Figura 5.2.7: Esfuerzo axil N(z), cortante Vj(z) y momento flector M (z) de

la barra c.
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5.3. Problema 3 (simplificaciones y deslizadera)

Sea la estructura de la Figura 5.3.1, donde la distancia D es de 2m,
la carga P es de 1T y la carga distribuida q de 100K g/m. Si las barras
tienen un perfil IPE-200 (drea de seccion A = 28,5cm?, momento de
inercia de seccion I, = 1940ecm?*), se pide calcular el desplazamiento
vertical de los nudos 2 y 5 (Dato: E =210.000 N/mm?).

q (T/m)

Figura 5.3.1: Estructura a considerar en el problema.

Resolucion:

Al existir cargas no nodales, lo primero que hay que hacer es lle-
varse esas cargas a subproblemas que se estudian por separado, como se
muestra en la Figura 5.3.2.

Aqui, I es un problema estdndar de resistencia de materiales con
solucién conocida para el voladizo, y M es el problema a resolver por
célculo matricial. En este ultimo problema ya se han introducido las
cargas nodales equivalentes en el nudo 2 y ademds se ha reemplazado
la barra 36 por un muelle para no tener que tratar el nudo 6 en el
problema (las reglas para simplificaciones por muelles se vieron en §4.8).
Una manera alternativa de enfrentar la divisién en subproblemas hubiera
sido empotrando también el lado izquierdo del voladizo

Sobre la eleccion de la orientacién para el sistema de coordenadas
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X
Sistema
global

Figura 5.3.2: El subproblema (I) para el voladizo, y el problema (M) que se
resolverd por matricial, incluyendo ya todas las simplificaciones.

globales, sabemos que es una buena opcién colocarlo siguiendo o bien
una deslizadera o bien un plano con apoyo deslizante, si es que en un
problema existe alguno de esos elementos. Como en este caso existen
ambos elementos (deslizadera y plano inclinado) y no siguen la misma
direccion, nos vemos obligados a colocar el sistema global siguiendo uno
de ellos (por ejemplo, la deslizadera, tal y como ya se muestra en la
Figura 5.3.1) y usar la técnica descrita en §4.7 para tratar el apoyo.

Al determinar qué gdl existen en el problema, uno de los puntos que
mas dudas puede generar es la deslizadera del nudo 3. A este nudo con-
fluyen tres barras, de las cuales la 23 y la 34 comparten un giro al que
llamaremos 9%3’34 o 63 por simplificar. La barra 36 se une mediante ar-
ticulacién al nudo 3, por lo que su giro no tiene por qué estudiarse (y de
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hecho no lo haremos, al haber simplificado dicha barra por un muelle).
Respecto al desplazamiento horizontal, el esquema nos dice que las bar-
ras 34 y 36 lo comparten, mientras que la 23 tiene otro desplazamien-
to independiente. Todas comparten un mismo desplazamiento vertical.
Otro punto susceptible de duda es qué gdl estudiar en el extremo 5 del
voladizo. En este caso se podria optar por estudiar el giro 65 o por no
estudiarlo y ambas opciones serian validas mientras se eligiese el modelo
de matriz correcto (de 6 x 6 o condensado de 5 x 5, respectivamente).
Aqui elegiremos no estudiarlo para reducir el tamano de la matriz global.

En resumen, los grados de libertad a estudiar son los siguientes,
donde ya hemos coloreado los gdl libres ( L ) y los restringidos (| R ):

. 0
11, 1t
M7P MP
f2x 0
:’n f2y - %
F7 M qL?
= 2 8
Lp 23
F’ _ = _ 3x _ 0
I R O I B
Fy
_ fay 0
Fs
M3 0
f4z f4z
f 4y 0
f5£E 0
3qL

oy T8/ uxa
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3

Ju—

[ V)

c E{l wC:l i Co

w

Uy af,
o1

U2y U2y
U2y U2y
02 0
Uy Uy
U3y U3y
03 03
Uy 0
U4y U4y
Usz U5
Usy sy ) 1451

(5.3.1)

y donde los valores marcados como *"* estan en coordenadas nodales del
sistema asociado al nudo 1 (ver Figura 5.3.2).

La siguiente tabla resume los datos y el tratamiento (tipo de matriz)
que se usara para cada barra:

Barra L 10) Modelo
12 DvV2  45° Rigida-Rigida (6 x 6)
23 D 0° Rigida-Rigida (6 x 6)
34 D 0°  Rigida-Articulada (5 x 5)
25 D 180° Rigida-Articulada (6 x 5)

Procedemos a ensamblar las diversas submatrices que componen la
matriz global de la estructura K segun lo explicado en §3.3 y teniendo
en cuenta el cambio a coordenadas nodales del nudo 1 segin vimos en
§4.7, llegando al siguiente sistema de ecuaciones:
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F7
F,
Fs | = (5.3.2)

Fy
Fs

[ pTrel2 Trc12 5T

TTK!2T TTK2 0 0o 0 U,

KETKEIKE Ky 0o k|| o,

23 34 34 kS

K3z + K33 +Kgz Ky 0 Us

Kii 0 U,

L K23 Us

donde los bloques de la mitad inferior izquierda se han omitido por ser
la matriz K simétrica y T es la matriz de rotacién para el cambio de
coordenadas nodales del nudo 1 con 5 = 135°:

cosB —sinfg 0 —0,707 —-0,707 0
T=]|snf cosf 0 |=] 0,707 —0,707 0 (5.3.3)
0 0 1 0 0 1

La tnica peculiaridad que encontramos en el proceso de ensamblaje
de este problema en comparacién con anteriores ejemplos es la necesidad
de orlar las matrices de las barras que indicen en la deslizadera. El
proceso consiste en introducir filas y columnas de ceros en los lugares
adecuados de las matrices de cada barra segiun los gdl que cada barra
“no vea”, como detallamos en §4.1. Por ejemplo, operando obtenemos
que la matriz en globales para la barra 23 es:

23 23
K22 K23

K? =
23 23
K% | K3}
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299,2 0 0 2992 0 0 2
0 6,11 6,11 0 6,11 6,11 v

B 0 6,11 8148000 0 6,11 4,074 05
B —2992 0 0 299,92 0 0 23
0 6,11  —6,11 0 6,11  —6,11 Y3

o 6,11 4,074 0 —6,11 8148000 | 63

mientras que a la hora de ensamblar el bloque K23 necesitamos que sea
de tamano 4 x 4, por lo que tenemos que rellenarla con ceros como sigue:

2992 0 0 0 233
K2 0 0 0 0 234
0 0 611 —6,11 Ys
0 0 —6,11 8148000 | 65

El proceso es similar para el resto de submatrices, y finalmente se
llega a la matriz global de la estructura que se muestra en la Ec. 5.3.6.
A continuacién, nos quedamos solamente con la parte de esta matriz
que involucra a los gdl libres, cuyos desplazamientos son una incégnita
y queremos obtener. Siguiendo la notaciéon habitual, llamaremos a esta
submatriz Ky, vy plantearemos el sistema de ecuaciones:

Fr, = Ky Up (5.3.4)

donde F1, y Uy, son los vectores de cargas externas conocidas y des-
plazamientos desconocidos, respectivamente. No hay que olvidar que en
ambos vectores, los gdl relativos al nudo 1 que se manejan estan en coor-
denadas nodales. Sustituyendo los valores numéricos llegamos al sistema
de la Ec. 5.3.7, que tras resolver invirtiendo la matriz K1, nos da la
solucién del problema:



158 ANALISIS ESTATICO DE

ESTRUCTURAS POR EL METODO MATRICIAL

U

AT
Uty

U2y
U2y

02

23
U3y
34
U3y

U3y

Ugy
U5z

U5y

—0,01914 m
0,0095 m
—0,0095 m
0,0041 rad
0,0095 m
—0,000030 m
—0,000007 m
0,0050 rad
0,0101 m
0,0095 m
—0,0181 m

(5.3.5)

de donde podemos extraer los dos desplazamientos verticales que nos
piden: ug, = —0,95 cm y us, = —1,81 cm, finalizando la resolucién del

problema.



K =10

2,16 0 3,06 1,53 —1,53 3,06 0 0 0 0 al
0 211,6 0 149,6 149,6 0 0 0 0 0 ar,
3,06 0 5,762 2,161  —2,161 2,881 0 0 0 0 o
1,53  149,6 2,161 705,4 104,7 2,161 0 0 0 0 uog
—1,53 149,6 —2,161 | 104,7 114,5 0,895 0 —6,11 6,11 0 uzy
3,06 0 2,881 2,161 0,895 20,02 0 —6,11 4,074 0 02
0 0 0 —299,2 0 0 0 0 0 0 uld
0 0 0 0 0 0 0 0 —299,2 uldd
0 0 0 0 —6,11  —6,11 306,888  —3,06 0 ugy
0 0 0 0 6,11 4,074 —3,06 14,259 -0 05
0 0 0 0 0 0 0 -0 299,2 Ugy
0 0 0 0 0 0 —1,53  —3,06 0 ugy
0 0 0 —299,2 0 0 0 0 0 U5y
0 0 0 0 —1,53 3,06 0 0 0 ugy
(5.3.6)
0 [ 2,16 1,53 —1,53 3,06 0 0 0 0
0 1,53 705,4  104,7 2,161 0 0 0 0
— 54k —1,53 | 104,7 114,5 0,895 0 —6,11 6,11 0
% 3,06 2,161 0,89 20,02 0 —6,11 4,074 0 0
0 0 —299,2 0 0 0 0 0 0 0
0 =108 0 0 0 0 99,2 0 0 0 0
-P 0 0 —6,11 —6,11 0 306,888 —3,06 | —1,53 0
0 0 6,11 4,074 0 0 —3,06 14,259 | —3,06 0
0 0 0 0 0 0 —1,53  —3,06 | 1,53 0
0 0 —299,2 0 0 0 0 0 0 0 299,2
— 34k L o 0 —1,53 3,06 0 0 0 0 0 0
(5.3.7)

SOLTINSHY SVINATIOUd "G OTNLIAV])

69T
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APENDICE A

RESISTENCIA DE MATERIALES: PRONTUARIO
BASICO

En este apéndice se resumen algunas de las situaciones de carga
en vigas y barras que se encontraran frecuentemente en problemas de
calculo matricial de estructuras. Debido a la existencia de diferentes
criterios para establecer el signo de los esfuerzos, comenzamos dejando
claro cudl es el criterio usado en este texto:

L —><—
§ vt Py
Cwo Cf?

Figura A.1: Criterio de signos para esfuerzos axiles (N), cortantes (V) y mo-
mentos flectores (M).
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Usando este criterio, el esfuerzo cortante V() y el momento flector
M (x) a una distancia x de un extremo de la barra estan relacionados
mediante las siguientes leyes:

P~ ) (A1)
WD~ v (A.2)

donde ¢(z) representa la densidad de carga (N/m), positiva si la carga
es hacia abajo (eje y global negativo). De estas leyes se sigue fécilmente,
por ejemplo, que en ausencia de carga distribuida el cortante V' (z) es
constante y el momento flector lineal con z. A continuacion se estudian
algunos casos de particular interés.
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Condicién de carga

Reacciones y esfuerzos resultantes

q (N/m)

L

-4 -

qL 4L
2 2
gL’ gL’
12 12
X
' >
N(z) = 0
L
Viz) = —% + qx
L2
M(z) = %(—?+La}—x2)

Condiciéon de carga

Reacciones y esfuerzos resultantes

q (N/m)

5

SqL 3qL
8 8
qL’ /%
8
X
[ -
N(z) = 0
5qL
V(i) = —% + qz

M(z) = %(—L2 + 5Lz — 42?)
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Condicién de carga

Reacciones y esfuerzos resultantes

q (N/m)

s

3qL S5qL
8 l 8
’ér L’
8
X

)
N@) = 0

V() = —% + qx
M(z) = %(3Lz — 42?)

Condicién de carga

Reacciones y esfuerzos resultantes

a (N/m)

YYVVYVVY

LN

D=L|cosc]

—180° < a < 180°

aD 2

5 2
qD’
12

4D’

Jee|<90° a|>90°

D
N(z) = —%sina—i—xqcosozsinoz
D
Vi) = —%cosa—l—chosQa
12
M(z) = qczso‘(—?Jer—x?)

gD’
12
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Condicién de carga

Reacciones y esfuerzos resultantes

q (N/m)

0° < a < 180°

)
4,=qcos’x

q,=q cosasina

0°<a<90°
4L Mt
2
90° <t <180°
L
N(z) = *therQt
3qn L
Viz) = —q%-l—azqn
M(z) = %"(3Lx—4x2)
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Condicién de carga Reacciones y esfuerzos resultantes
q (N/m)

q,=qcosasina

L R »

0°<a<90°

90°<a<180°

0° < a < 180°
L
N@) = —T5 +aa
5qnL
V) = - qg + zqn

M(z) = %"(_L2 + 5La — 42?)
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