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CAṔITULO 1

INTRODUCCIÓN AL CÁLCULO MATRICIAL

1.1. Generalidades

Los métodos de cálculo matricial (CM) de estructuras son un con-
junto de métodos que tienen en común organizar toda la información
en forma de matrices. En estos métodos, todas las relaciones entre las
distintas partes de una estructura dan lugar a sistemas de ecuaciones
con un alto número de variables pero donde no se han realizado suposi-
ciones o simplificaciones en las que se pierda información relevante. Esta
generalidad, junto a la estructura de la información en matrices, per-
mite que su planteamiento y resolución pueda ser ejecutada de manera
automática por medio de programas de ordenador, lo que ha hecho que
en la actualidad sean la práctica habitual en la ingenieŕıa.

En el presente texto se va a desarrollar el denominado método de
la rigidez de cálculo matricial, aplicado a estructuras bidimensionales
formadas por barras y vigas. Este mismo esquema puede ser extendido
a otras formas de discretizar una estructura o un medio continuo. De
hecho, el método de los Elementos Finitos es la extensión del método de
CM donde se trata con elementos que no son sólo barras, sino volúmenes
de distintas formas geométricas que modelan un mayor número de pro-

9
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blemas mecánicos o f́ısicos.
En todo el desarrollo del método aceptaremos las hipótesis generales

en las que normalmente se desarrolla la Teoŕıa de Estructuras, esto es,
comportamiento elástico y lineal del material y estado de pequeños des-
plazamientos.

1.2. Caracteŕısticas de los métodos matriciales

En primer lugar es interesante hacer un breve análisis de diversas car-
acteŕısticas que presentan estos métodos frente a los clásicos de cálculo
de estructuras:

Generalidad: Puesto que todas las ecuaciones que describen el
comportamiento de la estructura son implementadas en el proble-
ma, el CM se puede considerar un método de cálculo general, no
está limitado por la aplicación del mismo a una tipoloǵıa de estruc-
tura particular. Esto contrasta con los métodos para estructuras
articuladas, en los que se exige que todos los nudos puedan consid-
erarse como articulados, aśı como con el método de Cross, donde se
asume que los efectos de acortamiento de barras son despreciables.

Conocimiento: La aplicación del CM, una vez que sus relaciones
ya han sido desarrolladas, requiere un nivel de conocimiento para
el operador mucho más básico. No es necesario entender el sentido
f́ısico de estas relaciones para aplicarlas. Los métodos particulares
exigen un conocimiento preciso del problema estructural a tratar
y una toma de decisiones continua sobre la influencia de diversos
aspectos con el fin de simplificarlos. En el CM, al no tener que
evaluar hipótesis o estimar efectos despreciables sobre el resultado
final, la aplicación es directa.

Número de ecuaciones: La diferencia fundamental radica en el
número de ecuaciones que intervienen en la resolución del prob-
lema. En CM intervienen todas, no se descarta ninguna incluso
aunque a priori se pueda estimar que su influencia pueda ser des-
preciable. El método está establecido de manera que automática-
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mente se tengan en cuenta todos los efectos. La potencialidad de
los métodos particulares radica en limitarse a aplicar las ecuaciones
significativas con lo que se llegaba a una solución muy aproximada
a la real pero con un coste de tiempo y de cálculo mucho menor.

Velocidad de cálculo: Al incluirse todas las ecuaciones en CM,
el tiempo de cálculo es mucho mayor por lo que, conocidas sus
ecuaciones desde hace varios siglos, no han resultado útiles y de
aplicación práctica hasta mediados del siglo XX. Los métodos par-
ticulares estaban desde el principio establecidos para poder apli-
carse de manera manual y rápida, bien con ayuda de algún ele-
mento de cálculo (reglas de cálculo) o incluso de manera gráfica
(métodos de Maxwell-Cremona, Williot, etc.).

Sentido f́ısico del problema: Durante la aplicación de los méto-
dos particulares (articuladas y Cross) se puede entender y seguir
sin grandes dificultades el comportamiento estructural del sistema.
Esta es la razón por la que se siguen enseñando en las materias
de Teoŕıa y Cálculo de Estructuras: tienen un valor didáctico para
comprender el comportamiento de estructuras. Sin embargo, en
el CM tenemos finalmente un conjunto de números ordenados en
matrices, que tienen una significación pero a la que puede costar
más establecer su correspondiente con las caracteŕısticas visibles
de la estructura.

Automatización del método: Esta es una caracteŕıstica deriva-
da de las anteriores y termina siendo la razón fundamental por la
que los métodos matriciales son los que se han implantado actual-
mente, en particular el denominado método de la rigidez (que se
desarrollará en los próximos caṕıtulos). La generalidad del méto-
do y el hecho de que se implementen todas las ecuaciones, re-
ducen al mı́nimo las decisiones previas para modelar el problema
matemáticamente. Si se organiza la información de manera que se
puedan seguir pasos repetitivos para cada elemento (barra) que
intervenga en la estructura, es muy fácil desarrollar un algoritmo
de aplicación automática para todos los casos. En eso consiste el
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método matricial de la rigidez, y tiene como consecuencia que sea
muy sencillo implementar programas de ordenador para aplicar el
método. Con ello se salva la principal limitación en cuanto a la
necesidad de resolución de grandes sistemas de ecuaciones y per-
mite explotar todas las ventajas adicionales que tiene el CM.

1.3. Modelización del problema

Aunque el cálculo matricial está pensado para que las ecuaciones
finales las resuelva un ordenador, existe un paso fundamental que es
responsabilidad del calculista y que no podrá ser realizada por un or-
denador. Se trata de la modelización matemática del problema y de su
correcta discretización. El cálculo puede estar bien realizado pero de
nada sirve si el problema no responde a la realidad que pretendemos
representar.

En CM, el proceso de modelado y discretización, aunque siempre
esta presente en los otros métodos de cálculo de estructuras, en este
caso es mucho mas expĺıcito y repercute de manera muy directa en los
resultados que podemos extraer.

El concepto de discretización debe ser establecido de manera precisa.
Consiste en la representación del comportamiento de un medio continuo
(la estructura) por medio de un conjunto finito de variables, en nuestro
caso fuerzas aplicadas sobre el sólido y desplazamientos. Este número
finito de variables son los desplazamientos en cada uno de los grados de
libertad (gdl) de un sistema.

Determinar dichos grados de libertad y establecer todas sus rela-
ciones son el punto de partida a partir del cual se resolverá el proble-
ma. El CM sólo aportará información en esos gdl, cualquier información
adicional exigirá un paso adicional de interpretación de los resultados
directos.

Para cada gdl, existirá una variable en fuerza y otra en desplazamien-
to. De ellas, una estará determinada por las condiciones de contorno (de
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carga o de desplazamiento impuesto) y la otra será la incógnita a despe-
jar. En caso de ser incógnita de fuerza estaremos hablando de reacciones.
Tanto los esfuerzos como cualquier incógnita interna de deformaciones,
alargamientos o desplazamientos de puntos internos diferentes de los
grados de libertad definidos en el problema deberán ser derivados pos-
teriormente a partir de los resultados directos obtenidos en cada gdl
definido.

1.4. Métodos de cálculo matricial

En términos generales, existen dos procedimientos genéricos en mecá-
nica de medios continuos de sólidos deformables para poder establecer
el sistema completo de ecuaciones dependiendo del orden en que las
vayamos aplicando.

Las ecuaciones que podemos poner en juego son las ecuaciones de
equilibrio, las de comportamiento y las de compatibilidad del problema.
Cuando partiendo de las ecuaciones de equilibrio las utilizamos para
incorporarlas a las de comportamiento y finalmente el resultado lo in-
troducimos en las ecuaciones de compatibilidad, estamos aplicando el
método denominado de la compatibilidad o de la flexibilidad. Hablando
en términos de las variables implicadas, en este caso llegamos a formular
los desplazamientos en función de las cargas aplicadas.

Si seguimos el procedimiento inverso, inicialmente relacionamos de-
formaciones y desplazamientos aplicando las ecuaciones de compatibil-
idad para posteriormente aplicar las leyes de comportamiento y final-
mente las ecuaciones de equilibrio, en ese caso el método se denomina
de la rigidez o del equilibrio. En la Figura 1.4.1 se esquematiza breve-
mente este proceso.

En cálculo matricial, tal y como se verá a continuación en un ejemplo,
es posible aplicar ambos procedimientos. Sin embargo, tal y como se
desarrollará en los caṕıtulos siguientes, únicamente es posible llegar a un
procedimiento automático y sistematizado con el método de la rigidez,
siendo este por tanto el que se ha implantado y generalizado.
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Figura 1.4.1: Los dos caminos alternativos para plantear las ecuaciones que
modelan una estructura: el método de la flexibilidad y el de la
rigidez. Las funciones G,Φ,Ψ y G′,Φ′,Ψ′ son nombres simbóli-
cos de funciones diferentes cuya forma exacta no es relevante
aqúı.

1.5. Ejemplo

A continuación se va a desarrollar un ejemplo donde se puede ver
la aplicación de ambos métodos a un mismo problema y como éste se
puede estructurar en forma matricial.

El problema a estudiar es un problema clásico de resistencia de ma-
teriales, se trata de una viga en voladizo como la mostrada en la Figu-
ra 1.5.1.

El primer paso que habrá que dar es la discretización del problema.
Tenemos diversas opciones de discretización, todas ellas válidas. Algunas
opciones se muestran en la parte derecha de la Figura 1.5.1. Se puede ver
que incluso el número de gdl es variable. A mayor número de gdl, mayor
detalle de resultados a cambio de un problema mas voluminoso y con
mayor tiempo de cálculo. Por cuestiones de claridad en la presentación
decidimos escoger una de las más sencillas: la que aparece en la última
fila de la Figura 1.5.1.

El problema estará representado únicamente por tres gdl asociados
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Figura 1.5.1: (Izquierda) Ejemplo de problema para estudio por los métodos
matriciales de flexibilidad y de la rigidez. (Derecha) Algunas de
las opciones posibles para la discretización del problema, donde
se indican los gdl elegidos para que entren en el modelo del
sistema.

al desplazamiento horizontal y vertical del extremo y a su giro. Esta
elección nos limita el tipo de problemas que podremos resolver con esta
discretización, por ejemplo, las cargas solo podrán estar aplicadas en ese
extremo.

Una vez discretizado el problema, empezamos obteniendo su corres-
pondiente matriz de rigidez K, que relaciona las solicitaciones �F y des-
plazamientos �U de manera que:

�F = K�U







F1

F2

F3








=








K11 K12 K13

K21 K22 K23

K31 K32 K33















u1

u2

u3








(1.5.1)
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Figura 1.5.2: Ejemplo de cálculo de matriz de rigidez mediante problemas
unitarios. Los desplazamientos y cargas positivos se realizan en
las direcciones +X y +Y, siendo los giros y momentos positivos
en sentido contrario a las agujas del reloj.

donde podemos obtener los valores de la matriz (los números Kij) por
el método de inspeccionar cada uno de los problemas unitarios, uno por
gdl. Dicho método consiste en plantear los problemas que corresponden
con un vector de desplazamiento nulo en todos los gdl menos en uno
(donde habrá un desplazamiento unitario) y calcular las solicitaciones
asociadas a dicho desplazamiento. Los valores de esfuerzos aśı obtenidos
se colocan en la columna correspondiente al gdl en el que se aplicó el
desplazamiento, y aśı, columna a columna, se puede obtener la matriz
completa.

Para el caso del ejemplo anterior, los tres problemas unitarios se
correspondeŕıan a los desplazamientos unitarios (uno por cada gdl) re-
presentados en la Figura 1.5.2. Si tomamos los esfuerzos de cada uno de
dichos problemas unitarios, podemos ir formando la matriz de rigidez
columna a columna. Empecemos con el caso (a), donde u1 = 1 y los
otros dos desplazamientos son cero. Si ahora sustituimos en la fórmula
de la Ec. 1.5.1 estos desplazamientos y los valores de las fuerzas que
debeŕıamos aplicar para obtenerlos (ver lado derecho de la figura), tene-
mos:
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EA
L

0

0







=







K11 K12 K13

K21 K22 K23

K31 K32 K33













1

0

0







=







K11

K21

K31







(a) u1 = 1

es decir, ya hemos determinado los tres valores de la primera columna
de la matriz de rigidez. Procediendo de idéntica manera obtenemos los
valores de las otras dos columnas (tomar como referencia la Figura 1.5.2):







0

12EI
L3

− 6EI
L2







=







K11 K12 K13

K21 K22 K23

K31 K32 K33













0

1

0







=







K12

K22

K32







(b) u2 = 1







0

−6EI
L2

4EI
L







=







K11 K12 K13

K21 K22 K23

K31 K32 K33













0

0

1







=







K13

K23

K33







(c) u3 = 1

Juntando estos tres últimos resultados obtenemos la matriz de rigidez
K completa:

K =








EA
L 0 0

0 12EI
L3

−6EI
L2

0 −6EI
L2

4EI
L








Si en cambio hubiésemos elegido plantear el problema mediante la
matriz de flexibilidad A, que relaciona esfuerzos y desplazamientos me-
diante �U = A�F el método seŕıa similar, planteando en este caso los
distintos problemas de cargas unitarios, calculando los desplazamientos
asociados a cada uno de ellos y colocando dichos desplazamientos en ca-
da una de las columnas de la matriz de flexibilidad. El proceso se ilustra
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Figura 1.5.3: Ejemplo de cálculo de matriz de flexibilidad mediante proble-
mas unitarios. Los desplazamientos y fuerzas positivos se real-
izan en las direcciones +X y +Y, siendo los giros y momentos
positivos en sentido contrario a las agujas del reloj.

en la Figura 1.5.3, y permite crear la matriz columna a columna de esta
manera:







L
EA

0

0







=







A11 A12 A13

A21 A22 A23

A31 A32 A33













1

0

0







=







A11

A21

A31







(a) F1 = 1







0

L3

3EI

L2

2EI







=







A11 A12 A13

A21 A22 A23

A31 A32 A33













0

1

0







=







A12

A22

A32







(b) F2 = 1







0

L2

2EI

L3

EI







=







A11 A12 A13

A21 A22 A23

A31 A32 A33













0

0

1







=







A13

A23

A33







(c) F3 = 1

con lo que ya tenemos el valor de la matriz de flexibilidad al completo:
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A =








L
EA 0 0

0 L3

3EI
L2

2EI

0 L2

2EI
L3

EI








Una vez hayamos obtenido la matriz de rigidez o de flexibilidad de
una estructura, tan simple como la de este ejemplo o arbitrariamente
compleja, podemos resolver cualquier problema que combine gdl con
desplazamientos conocidos (apoyos, asientos, etc...) con gdl libres cuyos
desplazamientos sean incógnitas. Dependiendo de las variables podŕıa
ser mejor aplicar un método u otro, aunque en general los gdl conocidos
y las incógnitas estarán intercalados y por tanto siempre habrá que re-
organizar la matriz para resolverla, no habiendo ventajas en este sentido
entre los métodos de la rigidez y de la flexibilidad.

Para ilustrar como se obtendŕıa la matriz de rigidez para una es-
tructura más compleja, consideremos ahora el caso del pórtico de la
Figura 1.5.4.

Figura 1.5.4: Ejemplo de un pórtico. Se estudiarán los gdl correspondientes
a los cuatro nudos numerados en la figura.

De manera similar a los problemas de desplazamientos unitarios de la
Figura 1.5.2, para este pórtico analizaŕıamos los 11 problemas mostrados
en la Figura 1.5.5. Para cada uno de dichas situaciones, calculaŕıamos
las fuerzas necesarias para obtener dichos desplazamientos y como vimos
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Figura 1.5.5: Los problemas unitarios correspondientes al pórtico de la Figu-
ra 1.5.4. Recordar que en cada problema solamente un gdl tiene
un valor unitario, siendo nulos todos los demás desplazamien-
tos y giros. Obsérvese que el giro del nudo 4 (el inferior a la
derecha) no se ha considerado en este caso.
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(a) (b)

Figura 1.5.6: (a) Modelo de una torre y (b) visión esquemática de su matriz
de rigidez correspondiente, donde cada elemento de la matriz se
representa por un punto blanco si es cero o negro si es distinto
de cero. Se observa el t́ıpico patrón de conexión disperso, con
una inmensa mayoŕıa de entradas a cero.

arriba, éstas formaŕıan cada una de las columnas de la matriz de rigidez
global de la estructura.

Obviamente, el método empleado en estos ejemplos para obtener sus
correspondientes matrices K y A nos obliga a plantear tantos problemas
elementales como gdl existan en las estructuras, por lo que no es un
método práctico para estructuras no triviales. Por ello, no será éste el
método a usar en casos reales, sino que se usará un método sistemático
que permite ensamblar la matriz de rigidez K de cualquier estructura a
partir de las matrices de sus elementos, como se explicará en caṕıtulos
posteriores. La existencia de este método para el método de la rigidez y
no para el de la flexibilidad es la razón por la que siempre se aborde el
cálculo matricial mediante dicha formulación. Una caracteŕıstica t́ıpica
de las matrices de rigidez, especialmente de estructuras complejas, es su
gran “dispersión” (en inglés, sparseness), es decir: un alto porcentaje de
los elementos serán t́ıpicamente ceros como se ilustra en la Figura 1.5.6.

Por último, hay que destacar nuevamente que en cálculo matricial
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de estructuras no obtendremos más información que la relativa a los gdl
que entran en el modelado discreto, por lo que si queremos conocer los
esfuerzos a lo largo de cada elemento de la estructura debemos buscar
información en otras materias (p.ej. resistencia de materiales).

1.6. Caracteŕısticas de la matriz de rigidez

Antes de finalizar este caṕıtulo introductorio conviene resumir aqúı al-
gunas de las principales caracteŕısticas de las matrices de rigidez K:

La matriz de rigidez es una propiedad del sistema estructural, no
cambia en función del estado de cargas o de condiciones de con-
torno a que se someta al estructura. Sólo se verá afectada si se
introduce algún elemento adicional.

Cada columna representa las acciones necesarias para conseguir
un desplazamiento unitario en el grado de libertad definido por el
ı́ndice de la columna a la vez que se quedan fijados a cero el resto
de los gdl.

Una fila es un conjunto de multiplicadores que operados sobre el
vector desplazamiento completo proporcionan el valor de la fuerza
correspondiente al gdl definido por el ı́ndice de la fila.

Cada término kij se puede considerar una “función de peso” que
representa la proporción de contribución a la fuerza del gdl i de-
bido al desplazamiento del gdl j. En caso de que su valor sea cero
significa que ambos gdl no está relacionados.

1.7. Rotaciones entre sistemas de coordenadas

Antes de abordar el cálculo matricial, es conveniente repasar el con-
cepto del cambio de coordenadas de un vector en el plano, una operación
omnipresente en caṕıtulos posteriores. Consideremos un punto P (o el
vector desde el origen a dicho punto �P), cuyas coordenadas en un sis-
tema de referencia global son P = [px py]

⊤. Si en lugar de tener dichas
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coordenadas las tuvieramos en un sistema que esté girado un ángulo φ
con respecto al de referencia siguiendo unos nuevos ejes x′ e y′, el mis-
mo punto (o vector) tendŕıa entonces unas coordenadas locales a dicho
sistema que denotamos como P′ = [p′x p′y]

⊤ como se ve en la siguiente
figura:

Figura 1.7.1: Un punto P tiene un par de coordenadas en cada sistema de
referencia (x, y) y (x′, y′).

La relación entre ambos pares de coordenadas se puede establecer
fácilmente mediante relaciones trigonométricas y conocido únicamente el
giro φ (con signo positivo en la dirección contraria a las agujas del reloj,
como se muestra en la figura). Respecto a la coordenada x en el sistema
global (px), se puede ver en la Figura 1.7.2(a) como éste se obtiene
restando los dos segmentos señalados, mientras que la componente en y
global (py) está compuesta de la suma de los dos segmentos remarcados
en la Figura 1.7.2(b):

Es decir, las coordenadas globales son:

px = p′x cosφ− p′y sinφ

py = p′x sinφ+ p′y cosφ

lo que no es más que una combinación lineal de las coordenadas locales.
Una forma más compacta y práctica de representar dicho cambio de
coordenadas es en forma matricial, de forma que queda:
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(a) (b)

Figura 1.7.2: Las coordenadas globales de un punto se puede obtener medi-
ante relaciones trigonométricas.




px

py





� �� �

Globales

=




cosφ − sinφ

sinφ cosφ





� �� �

Matriz de rotación




p′x

p′y





� �� �

Locales

(1.7.1)

En ocasiones no nos bastará con trabajar con un vector de desplaza-
miento en x e y, sino que manejaremos también un giro θ. En el contex-
to de cálculo matricial de estructuras, el ángulo se corresponderá con el
ángulo que una barra flecta en uno de sus extremos. Dado que un ángulo
de giro (un “incremento de angulo”) no se ve afectado por la rotación
del sistema de referencia, tendremos que el giro en locales θ′ coincide con
el giro en globales θ. En dichos casos, la matriz de rotación se modifica
aśı para reflejar esta identidad:








px

py

θ








� �� �

Globales

=








cosφ − sinφ 0

sinφ cosφ 0

0 0 1








� �� �

Matriz de rotación








p′x

p′y

θ′








� �� �

Locales

(1.7.2)
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A lo largo de este texto haremos uso intensivo de esta matriz de
rotación elemental, por lo que es importante tener claro su significado
geométrico, que ha quedado patente con las dos figuras anteriores. Por
último, hacer notar que la expresión hallada nos sirve para pasar unas
coordenadas locales a globales. En caso de querer realizar la conversión
inversa, se puede ver a partir de la Ec. 1.7.2 que lo único que hay que
hacer es multiplicar ambos lados de la ecuación por la inversa de la
matriz de rotación, dándonos:








p′x

p′y

θ′








� �� �

Locales

=








cosφ − sinφ 0

sinφ cosφ 0

0 0 1








−1






px

py

θ








=








cosφ sinφ 0

− sinφ cosφ 0

0 0 1








� �� �

Matriz de rotación








px

py

θ








� �� �

Globales

(1.7.3)

donde se puede verificar que la inversa de la matriz de rotación es sim-
plemente su transpuesta. Esto no es casualidad, sino una propiedad fun-
damental de cualquier matriz de rotación y se puede emplear para sim-
plificar los cálculos evitando la inversión de matrices.
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CAṔITULO 2

MATRICES DE ELEMENTOS ESTRUCTURALES

2.1. Introducción

Dos de las caracteŕısticas definitorias del cálculo matricial de estruc-
turas son la sistematización y la reutilización de las submatrices de los
elementos. La sistematización se refiere a que, una vez planteados, todos
los problemas se pueden resolver mediante un proceso fundamentalmente
repetitivo, razón por la que se ajusta tan bien a su implementación en
programas de ordenador. La reutilización se refiere a que existen fórmu-
las bien conocidas para las matrices que modelan cada uno de los el-
ementos que pueden aparecer en una estructura, de forma que sólo es
necesario estudiar estos elementos básicos (barras o vigas) una vez para
poder emplear los resultados una y otra vez en innumerables problemas.

Por ahora basta decir que modelar un elemento de una estructura
(por ejemplo, una barra o un apoyo elástico) consiste en establecer
qué relación existe entre los desplazamientos (y giros) que sufre en sus
extremos y las solicitaciones (fuerzas y momentos) asociadas, también en
los extremos. Si llamamos �u y �f a dos vectores que describen dichos des-
plazamientos y solicitaciones, respectivamente, se puede demostrar que
para pequeñas deformaciones existe una relación lineal entre ambos, tal

27
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que:

�f = K�u �u = A�f (2.1.1)

donde K y A son las matrices de rigidez y de flexibilidad, respectiva-
mente, y claramente cumplen K = A−1. Cualquier elemento se puede
por tanto caracterizar mediante cualquiera de estas dos matrices. Sin
embargo, se verá que usar las matrices de rigidez permite ensamblar la
matriz de una estructura completa a partir de las matrices de sus ele-
mentos de una manera sencilla, y es por eso que se utilizarán solamente
dichas matrices. Las matrices de flexibilidad no se volverán a mencionar
en este texto.

Obtener las matrices de rigidez para los elementos más comunes que
se encontrarán más adelante es precisamente el objetivo del presente
caṕıtulo. Se comenzará analizando el tipo más sencillo de barra (aquella
cuyos dos extremos son articulados), para estudiar a continuación el caso
más complejo de barra biempotrada. Se expondrán también los princi-
pios en que se basa el método de condensación de grados de libertad, el
cual permite obtener las matrices de rigidez de distintos tipos de barras
a partir de la matriz de comportamiento completo (6 gdl) de una barra.

2.2. Matriz de barra biarticulada (4 gdl)

2.2.1. Matriz de rigidez

Sea una barra, a la que denominaremos a, situada entre dos nudos i y
j mediante uniones articuladas, en una posición arbitraria con respecto
al sistema de coordenadas global del problema < x, y >, tal y como se
ilustra en la Figura 2.2.1, y a la que también se le asocia un sistema de
coordenadas local < x̂, ŷ > tal que x̂ está alineado con la dirección de
la barra i → j.

El vector de todas las fuerzas sobre dicha barra articulada contiene
cuatro escalares: las dos componentes (x e y) para cada extremo i y j
de una barra. Este vector, donde las fuerzas están expresadas en coor-
denadas locales a la barra (ver Figura 2.2.2), se denota por:
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Figura 2.2.1: Notación que se usará para referirse a una barra, sus nudos y
sistemas de coordenadas.

�̂fa =





�̂fai

�̂faj



 =











f̂a
ix

f̂a
iy

f̂a
jx

f̂a
jy











(2.2.1)

Sobre la notación empleada, remarcar que un vector o componente
cualquiera relacionado con una barra a se escribirá como ·a para referirse
a sus coordenadas globales del problema, mientras que en coordenadas
locales se escribirá ·̂a, como en la ecuación de arriba.

En cuanto a los 4 grados de libertad (gdl) de desplazamientos, que
asumimos serán pequeños para que el método de cálculo nos de una
aproximación adecuada, los denotaremos por el siguiente vector en co-
ordenadas locales:
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Figura 2.2.2: Esquema de las fuerzas y desplazamientos en coordenadas lo-
cales para una barra cuyos dos extremos son articulados.

�̂ua =




�̂ua
i

�̂ua
j



 =











ûaix

ûaiy

ûajx

ûa
jy











(2.2.2)

Una vez definidas las fuerzas y desplazamientos que sufre una barra

a (�̂fa y �̂ua, respectivamente), se puede demostrar fácilmente que ambos
vectores están relacionados linealmente entre śı mediante una matriz de
rigidez K̂a, de tamaño 4× 4, que a su vez se compone de 4 submatrices
de 2× 2, de forma que:

�̂fa = K̂a�̂ua =




K̂a

ii K̂a
ij

K̂a
ji K̂a

jj



 �̂ua (2.2.3)

El significado de cada una de estas submatrices queda claro si ex-
pandimos los vectores de fuerzas y desplazamientos en sus dos elementos
(para cada uno de los nudos de la barra i y j):
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�̂fai

�̂faj



 =




K̂a

ii K̂a
ij

K̂a
ji K̂a

jj








�̂ua
i

�̂ua
j



 (2.2.4)

→







�̂fai = K̂a
ii�̂u

a
i + K̂a

ij �̂u
a
j

�̂faj = K̂a
jj�̂u

a
j + K̂a

ji�̂u
a
i

(2.2.5)

Está claro ahora que cada submatriz K̂a
αβ establece la relación entre

los desplazamientos en el nudo β y las solicitaciones provocadas por
éstos en el nudo α. Observando estas ecuaciones, y por el principio de
simetŕıa en las acciones y reacciones, se puede demostrar (ver teorema
de Maxwell-Betti de resistencia de materiales) que para cualquier par i
y j, las dos submatrices involucradas son la transpuesta una de otra, es

decir: K̂a
ij = K̂a

ji
⊤
. En el caso particular de barras articuladas es aún

más sencillo, ya que K̂a
ij = K̂a

ji debido a que todos los elementos menos
uno son ceros.

Por lo tanto, la matriz de rigidez de una barra particular, K̂a (de
4 × 4), se compone únicamente de dos submatrices de 2 × 2 distintas,
dos matrices K̂a

αα en las dos diagonales y una misma matriz K̂a
αβ en las

dos esquinas, de forma que la matriz final también es simétrica.
La matriz de rigidez de una barra, o más en general de cualquier

elemento o estructura, tiene una interpretación f́ısica muy ilustrativa.
Para verlo, reescribiremos la Ec. 2.2.3 reemplazando la matriz de rigidez
K̂a por sus elementos genéricos kaij, es decir:

�̂fa = K̂a�̂ua











f̂a
ix

f̂a
iy

f̂a
jx

f̂a
jy











=











ka11 ka12 ka13 ka14

ka21 ka22 ka23 ka24

ka31 ka32 ka33 ka34

ka41 ka42 ka43 ka44





















ûaix

ûaiy

ûajx

ûajy











(2.2.6)

Entonces, se puede ver que la matriz de rigidez se puede en realidad
definir como aquella matriz cuyas columnas representan las solicitaciones
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asociadas a desplazamientos (y giros) unitarios. Como ejemplo, tomemos
el vector de desplazamiento unitario correspondiente al eje x del nodo
i, es decir �̂ua = (1 0 0 0)⊤. Usando la anterior expresión matricial
obtenemos:











f̂a
ix

f̂a
iy

f̂a
jx

f̂a
jy











uix=1

=











ka11 ka12 ka13 ka14

ka21 ka22 ka23 ka24

ka31 ka32 ka33 ka34

ka41 ka42 ka43 ka44





















1

0

0

0











=











ka11

ka21

ka31

ka41











Se verifica que la primera columna de la matriz define las solicita-
ciones asociadas a un desplazamiento unitario en el primer grado de
libertad (ûix en este caso), y en general, la n’ésima columna se corre-
sponde con el n’ésimo grado de libertad. Es importante tener en mente
que aunque hablemos de desplazamientos y giros unitarios, en realidad se
está modelando en todo momento según una aproximación de pequeños
desplazamientos, a pesar de lo grandes que realmente sean los desplaza-
mientos y giros unitarios (que si se usa el SI, serán metros y radianes,
respectivamente).

Como se ilustra en la Figura 2.2.3, plantear todos los problemas
unitarios permite deducir los valores de cada uno de los coeficientes de
la matriz de rigidez. Este es, de hecho, una de las formas más comunes
de derivar dicha matriz, y en nuestro caso concreto llegamos a:

�̂fa = K̂a�̂ua (2.2.7)




�̂fai

�̂faj



 =




K̂a

ii K̂a
ij

K̂a
ji K̂a

jj








�̂ua
i

�̂ua
j
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Figura 2.2.3: Los distintos desplazamientos unitarios (izquierda) en una bar-
ra biarticulada y las correspondientes solicitaciones asociadas
(derecha). Nótese como en los dos casos de desplazamientos ver-
ticales no existe ninguna fuerza a pesar de la deformación que la
barra parece sufrir. Esto es aśı porque al asumir pequeños des-
plazamientos el movimiento vertical no llega a aportar esfuerzo
axil a la barra.











f̂a
ix

f̂a
iy

f̂a
jx

f̂a
jy











=











EA
L 0 −EA

L 0

0 0 0 0

−EA
L 0 EA

L 0

0 0 0 0





















ûaix

ûaiy

ûajx

ûajy











(2.2.8)

donde L es la longitud de la barra, E el módulo de elasticidad del ma-
terial y A el área de su sección transversal.

Es trivial ver aqúı que las solicitaciones en las direcciones perpendic-
ulares a la barra en ambos extremos (f̂a

iy y f̂a
jy, respectivamente) serán

nulas, es decir: en una barra articulada en la que sólo se aplican cargas
en sus extremos (como se está asumiendo hasta ahora) solamente exis-
tirán fuerzas axiles, que darán lugar a tracción o compresión pero nunca
a esfuerzos cortantes. En el caso de que existan cargas distribuidas sobre
la barra śı que aparecerán esfuerzos tanto axiles como cortantes, como
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se verá en §4.4.

Un ejemplo sencillo (1a parte)

Para ilustrar los conceptos que iremos viendo a lo largo de este texto, analizaremos

mediante cálculo matricial la estructura de la siguiente figura:

Donde L vale 0,5m, y EA = 4 · 107N . Al ser todas las barras del tipo biarticuladas, ya

podemos calcular sus matrices en coordenadas locales K̂a, K̂b y K̂c, sabiendo que:







EA = 4 · 107N
La = 0,5m

Lb = 1m

Lc = 0,5
√
5m

y según la Ec. 2.2.7:

K̂a =








EA
L

0 −EA
L

0

0 0 0 0

−EA
L

0 EA
L

0

0 0 0 0








= 107








8 0 −8 0

0 0 0 0

−8 0 8 0

0 0 0 0
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K̂b =








EA
L

0 −EA
L

0

0 0 0 0

−EA
L

0 EA
L

0

0 0 0 0








= 107








4 0 −4 0

0 0 0 0

−4 0 4 0

0 0 0 0








K̂c =








EA
L

0 −EA
L

0

0 0 0 0

−EA
L

0 EA
L

0

0 0 0 0








= 107








3,578 0 −3,578 0

0 0 0 0

−3,578 0 3,578 0

0 0 0 0








2.2.2. Cambio de coordenadas

La sencilla expresión a la que se ha llegado arriba modela el compor-
tamiento de una barra siempre y cuando las fuerzas y desplazamientos
esten dados en coordenadas locales. En la práctica es necesario poner
las variables de cada barra en un marco de coordenadas común, o co-
ordenadas globales. Las fuerzas y los desplazamientos en coordenadas
globales serán ahora denotados como los vectores fa y ua, respectiva-
mente, como se ilustra en la Figura 2.2.4.

Para ello definimos la siguiente matriz de transformación de coorde-
nadas:

Ta =




R2(φ

a) 02×2

02×2 R2(φ
a)





4×4

(2.2.9)

donde R2(φ) representa la matriz de rotación en el plano:

R2(φ) =




cosφ − sinφ

sinφ cosφ



 (2.2.10)

El significado geométrico de cada una de estas matrices de rotación
2× 2 es que, dado un vector �̂va en coordenadas locales de la barra, sus
coordenadas globales son �va = R2(φ)�̂v

a.
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Figura 2.2.4: Esquema de las fuerzas y desplazamientos en coordenadas glob-
ales para una barra cuyos dos extremos son articulados. Com-
parar con la Figura 2.2.2.

Por lo tanto, llegamos a las siguientes expresiones que relacionan los
desplazamientos y las solicitaciones en coordenadas locales y globales:

�fa = Ta�̂fa (2.2.11)

�ua = Ta�̂ua (2.2.12)

de las que, operando sobre Ec. 2.2.7, se obtiene la matriz de rigidez en
coordenadas globales de la barra a:

Ka = TaK̂aTa⊤ (2.2.13)

dónde, usando c = cosφa y s = sinφa:
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Ka =
EA

L











c2 cs −c2 −cs

cs s2 −cs −s2

−c2 −cs c2 cs

−cs −s2 cs s2











(2.2.14)

Con todo esto, se puede escribir la ecuación de la barra en coorde-
nadas globales (comparar con Ec. 2.2.7) como:

�fa
����

Solicitaciones

= Ka
����

Mat.rigidez

�ua
����

Desplazamientos

(2.2.15)
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Un ejemplo sencillo (2a parte) (Continúa de pág.34)

En este punto ya hemos visto como convertir las matrices de rigidez de cada

barra de locales a globales, para lo que necesitamos únicamente conocer la

orientación de cada barra, esto es, φa = 0◦, φb = 90◦ y φc = 116,565◦, para

obtener las matrices de transformación:

Ta =








cos φa − sinφa 0 0

sinφa cosφa 0 0

0 0 cosφa − sinφa

0 0 sinφa cosφa








=








1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1








Tb =








cosφb − sinφb 0 0

sinφb cosφb 0 0

0 0 cosφb − sinφb

0 0 sinφb cosφb








=








0 −1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 −1

0 0 1 0








Tc =








cosφc − sinφc 0 0

sinφc cos φc 0 0

0 0 cosφc − sinφc

0 0 sinφc cosφc








=

=








−0,446 −0,895 0 0

0,895 −0,446 0 0

0 0 −0,446 −0,895

0 0 0,895 −0,446








Y haciendo Ka = TaK̂aTa⊤, o directamente de la Ec. 2.2.14, obtenemos:

Ka = 107








8 0 −8 0

0 0 0 0

−8 0 8 0

0 0 0 0








Kb = 107








0 0 0 0

0 4 0 −4

0 0 0 0

0 −4 0 4








Kc = 107








0,712 −1,429 −0,712 1,429

1,429 2,865 1,429 −2,865

−0,712 1,429 0,712 −1,429

1,429 −2,865 1,429 2,865
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2.3. Matriz completa de una barra (6 gdl)

2.3.1. Matriz de rigidez

Consideremos ahora el caso más general de una barra a en la que
estudiemos sus 6 grados de libertad (el máximo posible en 2D). Por
ejemplo, se deberá emplear dicho modelo con barras en la configuración
llamada “biempotrada”, es decir, con uniones ŕıgidas en sus dos nudos
extremos i y j.

Al igual que en el caso anterior, la barra podrá estar en una posición
y orientación arbitraria dentro de un sistema de coordenadas global del
problema < x, y >, en el que definimos un sistema local de coordenadas
de la barra < x̂, ŷ > tal que x̂ está alineado con la dirección de la barra
i → j, como se ve en Figura 2.3.1.

Figura 2.3.1: Sistema de coordenadas local a una barra cuyos dos extremos
están empotrados.

Las solicitaciones en los extremos de dicha barra constan ahora de
seis escalares: las dos componentes (x e y) de las fuerzas en cada extremo
más el momento flector, también para cada extremo (ver Figura 2.3.2).
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Los seis componentes, en coordenadas locales de la barra, se denotarán

por el vector �̂fa:

�̂fa =





�̂fai

�̂faj



 =


















f̂a
ix

f̂a
iy

ma
i

f̂a
jx

f̂a
jy

ma
j


















(2.3.1)

Hay que resaltar que en el caso de los momentos ma
i y ma

j no se ha
usado la notación de coordenadas locales (el śımbolo ·̂) al ser magnitudes
invariantes con el sistema de coordenadas empleado para estructuras
planas.

Los desplazamientos de los extremos de la barra en este caso también
tienen seis componentes: los desplazamientos propiamente dichos (direc-
ciones x e y) y los giros θ de las secciones extremas (ver Figura 2.3.2).
Todos ellos se denotan mediante el vector �̂ua, también en coordenadas
locales:

�̂ua =




�̂ua
i

�̂ua
j



 =


















ûaix

ûaiy

θai

ûajx

ûa
jy

θaj


















(2.3.2)

Se puede demostrar que, para pequeños desplazamientos, dichos des-

plazamientos �̂ua y las solicitaciones �̂fa que causan están relacionados
linealmente mediante la matriz de rigidez K̂a, de tamaño 6×6, formada
a su vez por 4 submatrices de 3× 3, de forma que:
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Figura 2.3.2: Esquema de las fuerzas y desplazamientos en coordenadas lo-
cales para una barra biempotrada.

�̂fa = K̂a�̂ua =




K̂a

ii K̂a
ij

K̂a
ji K̂a

jj



 �̂ua (2.3.3)

Al igual que en la sección anterior, podemos expandir el producto de
matrices, llegándose a una expresión idéntica a la Ec. 2.2.5.

Al igual que para el caso de las matrices articuladas en §2.2.1, se
demuestra, invocando de nuevo el teorema de Maxwell-Betti, que para
cualquier par de nudos i y j las submatrices K̂a

ij y K̂a
ji son traspuestas:

K̂a
ij = K̂a

ji
⊤
. Es interesante resaltar que en el caso de barras articuladas

las submatrices correspondientes eran idénticas en lugar de traspuestas,
pero sólo porque en ese caso las submatrices son simétricas en śı mismas,
y por lo tanto, iguales a su traspuesta.

De igual manera que se hizo para una barra biarticulada, mostramos
en la Figura 2.3.3 los seis problemas de desplazamientos y giros unitarios
que permiten derivar el valor de la matriz de rigidez a partir de expre-
siones conocidas de resistencia de materiales. De esta forma, obtenemos
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las seis ecuaciones (para coordenadas locales) que gobiernan una barra
biempotrada:

�̂fa = K̂a�̂ua (2.3.4)
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L
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(2.3.5)

donde I y A son el momento de inercia y el área de su sección transversal,
respectivamente, L es la longitud de la barra y E el módulo de elasticidad
del material.

2.3.2. Cambio de coordenadas

La relación establecida arriba asume que tanto las solicitaciones como
los desplazamientos están dados en coordenadas locales a la barra, por
lo que habrá que transformarlos a coordenadas globales del problema
para poder considerar el conjunto de la estructura.

Las fuerzas y los desplazamientos en coordenadas globales serán aho-
ra denotados como los vectores fa y ua, respectivamente, como se mues-
tra en la Figura 2.3.4. Para el caso de una barra con sus dos nudos
ŕıgidos, definimos la siguiente matriz de transformación de coordenadas:
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Figura 2.3.3: Los distintos desplazamientos unitarios (izquierda) en una bar-
ra biempotrada y las correspondientes solicitaciones asociadas
(derecha).
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Figura 2.3.4: Esquema de las fuerzas y desplazamientos en coordenadas glob-
ales para una barra biempotrada. Comparar con la Figura 2.3.2.

Ta =


















R2(φ
a)

0

0

0 0 1

03×3

03×3

R2(φ
a)

0

0

0 0 1


















6×6

(2.3.6)

donde R2(φ) representa la matriz de rotación en el plano (recordar la
Ec. 2.2.10) y φa es la orientación inicial de la barra, como se vio en la
Figura 2.3.1.

Llegamos a expresiones idénticas a las del caso de barras con nudos
articulados que se vieron en la sección anterior:

�fa = Ta�̂fa (2.3.7)

�ua = Ta�̂ua (2.3.8)
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Es importante resaltar para evitar confusiones que para cada tipo de
matriz de una barra, existen distintas versiones de la matriz de rotación
Ta (comparar Ec. 2.2.9 y Ec. 2.3.6). Operando, se obtiene que la matriz
de rigidez de la barra a en coordenadas globales es:

Ka = TaK̂aTa⊤ (2.3.9)

Con lo que podemos escribir la ecuación de la barra en coordenadas
globales como (comparar con Ec. 2.3.4):

�fa
����

Solicitaciones

= Ka
����

Mat.rigidez

�ua
����

Desplazamientos

(2.3.10)

dónde, usando c = cosφa y s = sinφa:

Ka =

E
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(2.3.11)

2.4. Matriz completa de una barra tridimen-

sional (12 gdl)

2.4.1. Matriz de rigidez

A pesar de que en este texto nos centramos en el problema del cálcu-
lo matricial para estructuras planas, consideramos conveniente por com-
pletitud mostrar aqúı el modelo completo de una barra en 3D.
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En este caso la barra a tendrá 6 gdl en cada uno de sus dos nudos
extremos i y j, tres desplazamientos y tres giros. Su orientación en el
espacio podrá ser arbitraria dentro de un sistema de coordenadas global
del problema < x, y, z >, en el que definimos un sistema local de coorde-
nadas de la barra < x̂, ŷ, ẑ > tal que x̂ está alineado con la dirección de
la barra i → j y ŷ será normalmente uno de los dos ejes principales de
su sección. De esta forma, en una barra espacial tenemos dos momentos
de inercia Iy y Iz, nombrados según el eje del giro con respecto al cuál
se definen. Aśı mismo, en lugar de un único momento (el flector M de
la sección anterior), ahora tendremos dos momentos flectores My y Mz

y un momento torsor Mx.

Siguiendo el convenio de notación de secciones anteriores, estable-
cemos los vectores de desplazamientos y solicitaciones en coordenadas
locales como:

�̂ua =
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(2.4.1)

donde hay que resaltar la peculiaridad de que en las barras espaciales
ya no podemos seguir asumiendo que las variables angulares (los giros
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y los momentos) no vaŕıan entre coordenadas locales y globales, por lo
que aqúı śı que les añadiremos el śımbolo ·̂ para diferenciarlas.

Al igual que en secciones anteriores, podemos dividir la matriz de
rigidez local en sus cuatro partes:

�̂fa = K̂a�̂ua (2.4.2)
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 (2.4.3)

y usando las leyes de comportamiento de sólidos deformables podemos
deducir los valores de todas las entradas de estas submatrices:
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K̂a
ji
⊤
= K̂a

ij =
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donde las únicas variables no definidas hasta ahora son el momento de
torsión J , el módulo de elasticidad E, el área de la sección A y el módulo
de cizalladura (o de elasticidad transversal) G.

Es interesante observar cómo la matriz de comportamiento comple-
to de una barra plana (6 gdl), vista el §2.3, se puede obtener a partir
de la matriz de una barra espacial extrayendo las filas y columnas cor-
respondientes a los gdl relevantes para una estructura plana, a saber:
x, y y θz. Esta posibilidad existe solamente porque estas tres variables
aparecen en las ecuaciones desacopladas de las otras tres (z, θx y θy) y
por lo tanto forman un subsistema de ecuaciones independiente. Como
se verá en §2.5.1, en general esto no tiene porqué ocurrir y habrá que
recurrir a la técnica de la condensación de matrices.

2.4.2. Cambio de coordenadas

Para el caso tridimensional las matrices de rotación son una gener-
alización de las vistas para estructuras planas. Una forma bastante ex-
tendida de representar esta matriz es en función de la matriz de cosenos
directores R, de forma que esta matriz Ta de transformación queda:

Ta =












R 03×3 03×3 03×3

03×3 R 03×3 03×3

03×3 03×3 R 03×3

03×3 03×3 03×3 R












12×12

(2.4.4)
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con:

R =








cos θx̂x cos θŷx cos θẑx

cos θx̂y cos θŷy cos θẑy

cos θx̂z cos θŷz cos θẑz








3×3

(2.4.5)

donde el ángulo θx̂x es el que forma el eje local x̂ con el global x, θŷz el
que hace el eje local ŷ con el global z, y aśı sucesivamente.

Al igual que en secciones anteriores, estas matrices de rotación se
pueden emplear para relacionar los vectores y matrices de rigidez de los
sistemas locales y globales:

�fa = Ta�̂fa

�ua = Ta�̂ua

Ka = TaK̂aTa⊤

2.5. Condensación de grados de libertad

En la sección 2.3 describimos el caso de una barra biempotrada con
6 gdl. Aunque inicialmente se introdujo el modelo de una biarticulada
de 4 gdl de forma independiente, lo cierto es que a partir del modelo
de biempotrada se pueden derivar los modelos de tanto la biarticulada
como de cualquier otra barra con menos de 6 gdl.

En esta sección se presentarán dos ejemplos de matrices de rigidez
para barras con 5 gdl, que si bien se podŕıan obtener planteando los
problemas de deformaciones unitarios se derivarán por el método de la
condensación de grados de libertad, explicado a continuación.
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2.5.1. El método de la condensación de la matriz de rigidez

Sea un sistema de N grados de libertad caracterizado mediante su
matriz de rigidez K (de tamaño N ×N) que relaciona linealmente des-
plazamientos U con solicitaciones F tal que:

FN×1 = KN×NUN×1 (2.5.1)

El método de condensación de grados de libertad persigue obtener,
partiendo de este modelo, la matriz de rigidez correspondiente al caso
de haber “eliminado” uno (o más) grados de libertad.

Eliminar n grados de libertad implica que ciertos desplazamientos o
giros dejarán de aparecer en el vector U, y sus correspondientes solicita-
ciones desaparecerán del vector F, dejando por lo tanto nuestro modelo
como:

F′
(N−n)×1 = K′

(N−n)×(N−n)U
′
(N−n)×1 (2.5.2)

donde evidentemente la matriz K′ debe ser obtenida de forma que este
modelo condensado se comporte exactamente igual que el original. Es
importante no perder de vista que el sistema condensado sigue corre-
spondiendo al mismo sistema f́ısico, donde sólo hemos impuesto alguna
condición extra.

En los casos que vamos a estudiar, impondremos que las fuerzas y
los momentos en los gdl condensados (los que desaparecen) sean nu-
los. De esta forma, si denotamos los subconjuntos de F y U que van a
ser condensados como Fc y Uc, respectivamente, podemos reescribir la
Ec. 2.5.1 como:




F′

Fc



 =




Kn Knc

Kcn Kc








U′

Uc



 (2.5.3)

donde los supeŕındices c y n usados para las submatrices indican los
términos relativos a los gdl que han sido y que no han sido condensados,
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respectivamente. Despejando ahora la ecuación correspondiente a Fc

(por simple desarrollo del producto matricial), tenemos:

Fc = KcnU′ +KcUc (2.5.4)

y como imponemos la condición de fuerzas y momentos condensados
(Fc) nulos (los desplazamientos correspondientes a dichos gdl son libres),
podemos despejar el valor de los desplazamientos y giros en dichos gdl:

0 = KcnU′ +KcUc →

0 = Kc−1
KcnU′ + (✘✘✘✘✘✿I

Kc−1
Kc)Uc →

Uc = −Kc−1
KcnU′ (2.5.5)

Este resultado se puede ahora sustituir en la ecuación correspondien-
te a F′ según la Ec. 2.5.3, llegando al resultado:

F′ = KnU′ +KncUc

= KnU′ −KncKc−1
KcnU′

=
�

Kn −KncKc−1
Kcn

�

U′ →

F′ = K′U′

con: K′ = Kn −KncKc−1
Kcn (2.5.6)

Como se ve, la matriz de rigidez K′ correspondiente al sistema con-
densado no se obtiene simplemente extrayendo la parte que nos interesa
de la matriz original K, sino que hay que restarle un término adicional
que modela el efecto que tienen los gdl condensados en los demás.

En las siguientes secciones se ilustrará cómo aplicar el proceso de
condensación a casos reales.
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2.5.2. Barra articulada-ŕıgida

Una barra en la que uno de sus extremos i sea articulado se caracter-
iza por tener 5 gdl. A diferencia del caso de barra articulada en ambos
extremos §2.2, aqúı śı podŕıan aparecer fuerzas cortantes.

Figura 2.5.1: Esquema de las fuerzas y desplazamientos en coordenadas lo-
cales para una barra con el extremo i articulado y el extremo j
ŕıgido.

Partiendo de la ecuación correspondiente a una barra biempotrada,
la Ec. 2.3.5, podemos obtener la matriz para una barra articulada-ŕıgida
mediante condensación del tercer grado de libertad (θai , el giro del nodo
i), forzando que el momento mi sea nulo:
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Siguiendo el resultado obtenido en la Ec. 2.5.6, podemos obtener la
correspondiente matriz de rigidez de 5× 5:
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(2.5.7)

K̂a = K̂n − K̂ncK̂c−1

K̂cn

=
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=
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(2.5.8)

Al igual que en anteriores modelos de barras, los vectores de solicita-
ciones y desplazamientos y la matriz de rigidez en coordenadas globales
se relacionan con las de coordenadas locales mediante una matriz de
rotación Ta propia de cada barra mediante:

�fa = Ta�̂fa �ua = Ta�̂ua Ka = TaK̂aTa⊤ (2.5.9)

donde, para el caso de una barra articulada-ŕıgida con 5 gdl, tenemos:

Ta =















R2(φ
a)

0 0

0 0

0

0

0 0

0 0
R2(φ

a)
0

0

0 0 0 0 1















5×5

(2.5.10)

donde R2(φ) es la matriz de rotación ya definida en la Ec. 2.2.10 y φa es
la orientación de la barra con respecto al sistema de coordenadas global.

2.5.3. Barra ŕıgida-articulada

De manera similar al caso anterior, una barra con su extremo j arti-
culado se caracterizará por tener 5 gdl, y porque podrán aparecer fuerzas
cortantes.

Hay que resaltar que aunque la matriz de rigidez de esta barra tam-
bién sea de tamaño 5 × 5 como en el caso anterior, las matrices son
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Figura 2.5.2: Esquema de las fuerzas y desplazamientos en coordenadas lo-
cales para una barra con el extremo i ŕıgido y el extremo j
articulado.

diferentes, por lo que hay que tener muy claro cuál hay que utilizar en
cada problema.

Volviendo a usar el resultado de la Ec. 2.5.6, condensando esta vez
los efectos del giro en θaj y forzando a que el momento ma

j sea cero,
podemos obtener el valor de la matriz de rigidez de 5× 5 para este tipo
de barras:
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(2.5.11)

K̂a = K̂n − K̂ncK̂c−1

K̂cn
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=
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(2.5.12)

En el caso de una barra ŕıgida-articulada, la matriz de rotación es:

Ta =













R2(φ
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0

0

0 0

0 0

0 0 1 0 0

0 0

0 0

0

0
R2(φ

a)













5×5

(2.5.13)

donde R2(φ) es la matriz de rotación definida en la Ec. 2.2.10 y φa es
la orientación de la barra.



CAṔITULO 3

MÉTODO MATRICIAL DE ENSAMBLAJE Y

RESOLUCIÓN

3.1. Introducción

El objetivo de esta sección es describir cómo las matrices de rigidez de
los elementos (barras) individuales se ensamblan para formar la matriz
de rigidez global K de una estructura, de forma que se pueda plantear
el sistema de ecuaciones correspondiente a la estructura completa:

�F = K�U (3.1.1)

y posteriormente despejar el valor de las variables desconocidas, ya sean
desplazamientos y giros de nudos libres o reacciones en los apoyos.

En primer lugar, la sección 3.2 expondrá la justificación teórica de
dicho método de ensamblaje, describiéndose a continuación el proced-
imiento para realizar el ensamblaje en śı de forma sistemática. Una vez
montada la matriz global de la estructura, se expondrán cómo tener en
cuenta las condiciones de contorno (apoyos y cargas externas) y se pro-
pondrá un método de resolución basado en una partición en grados de
libertad libres y restringidos.

57
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3.1.1. Sistemas de coordenadas

Antes de comenzar a plantear y resolver problemas de cálculo de
estructuras por este método es muy importante tener claro que vamos
a tratar con tres sistemas de coordenadas distintos, como se ve en la
Figura 3.1.1, cada uno de ellos empleado en un momento de la resolución:

Un sistema de referencia global: Salvo excepciones, es en este
sistema de coordenadas en el que se referirán las reacciones, so-
licitaciones y desplazamientos de la estructura en los nudos (ver
§3.3).

Sistemas locales: Existe un sistema de coordenadas locales aso-
ciado a cada barra de la estructura, de forma que su eje x positivo
va desde el nodo inicial al final y por lo tanto su orientación de-
pende de la conectividad que se decida para cada barra. Ya se ha
usado este sistema en la sección 2 cuando se han estudiado las ma-
trices de rigidez de distintas barras en dicho sistemas local. Este
sistema de coordenadas también se emplea al calcular los esfuerzos
que sufren las barras como se verá en §3.6.

Sistemas nodales: Existen otros sistemas de coordenadas asoci-
ados a cada nodo de la estructura que pueden ser necesarios para
usos espećıficos, como definir las condiciones de contorno, y en es-
pecial, las restricciones de movimiento impuestas por los apoyos.
Como se explica en §4.7, en la práctica estos sistemas normalmente
coincidirán con el sistema global, salvo en nudos que coincidan con
apoyos deslizantes sobre planos inclinados.

3.2. Compatibilidad y equilibrio

Al definir las matrices elementales de cada barra ya se contemplaron
las ecuaciones de comportamiento del material, pero al igual que cuando
se resuelve un problema de análisis de estructuras por otros medios, en
el método matricial también se deben contemplar las condiciones de
compatibilidad y equilibrio. A diferencia de otros métodos de resolución
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(a) Global (b) Locales

(c) Nodales

Figura 3.1.1: Los distintos sistemas de coordenadas usados en cálculo matri-
cial: (a) global, (b) el local de cada barra y (c) el nodal para
cada nodo.
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de estructuras, en cálculo matricial no es relevante conocer previamente
el grado de hiperestaticidad de la estructura (ni la interna, ni la externa),
ya que el método de cálculo no vaŕıa. Por lo tanto, dejamos claro en este
punto que en cálculo matricial no es necesario calcular los grados de
hiperestaticidad.

3.2.1. Ecuaciones de compatibilidad

La condición de compatibilidad en los desplazamientos de cada nudo
simplemente obliga a que dichos desplazamientos, considerados en coor-
denadas globales, deben ser únicos para cada nudo.

Figura 3.2.1: La condición de compatibilidad fuerza que el desplazamiento de
cada nudo sea único aunque intervengan distintas barras.

Esto se traduce en que para cada nudo i donde converjan las barras
a, b, c, etc... tenemos:

�ua
i = �ub

i = �uc
i = ... = �Ui =




uix

uiy



 o, para nudos ŕıgidos,








uix

uiy

θi








donde �ua puede tener 2 o 3 componentes según se trate de un nudo
articulado o ŕıgido, respectivamente.
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Es decir, en el planteamiento global del problema no deben usarse las
variables �ua

i individuales de cada barra, sino tan solo los desplazamientos
globales �Ui para cada nudo.

3.2.2. Ecuaciones de equilibrio

Para cada nudo de la estructura se debe cumplir que el efecto con-
junto de las solicitaciones producidas por todas las barras que converjan
en dicho nudo debe conincidir con la fuerza externa que se aplique desde
el exterior. Nótese que esto incluye el caso común de solicitaciones de
distintas barras que se anulan entre śı en un nudo que no tiene cargas
externas, como demandan las ecuaciones del equilibrio estático.

Recordando que el vector de solicitaciones sobre un nudo i producido
por una barra a se denotó como �fai , definimos ahora el vector de fuerzas
externas �Fi, por lo que la siguiente expresión:

�Fi =
�

∀α
Kα

ii�ui +
�

∀j
Kij�uj (3.2.1)

(Con α todas las barras incidentes en el nudo i)

representa la ecuación de equilibrio del nudo i. El vector �Fi será de
tamaño 2, 3 o incluso superior, dependiendo del tipo de uniones en-
contradas en las barras que llegan al nudo. Para más detalles sobre la
determinación del número de gdl en cada nudo, referirse a §4.1.

En la siguiente sección se explica como ensamblar la matriz para una
estructura completa, proceso el cual impĺıcitamente impone simultánea-
mente todas las condiciones de compatibilidad y de equilibrio de la es-
tructura.
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3.3. Ensamblaje de la matriz de rigidez comple-

ta

La ecuación global de la estructura tiene la siguiente forma matri-
cial1:

�F = K�U (3.3.1)

donde �F y �U son los vectores de solicitaciones y desplazamientos de la
estructura global, respectivamente. A la matriz K se le llama matriz de
rigidez global de la estructura.

Si numeramos cada uno de los N nudos de la estructura como i =
1, 2, ...,N , se puede mostrar que dicha matriz K se forma a partir de las
submatrices descritas en las secciones anteriores como sigue:

K =

1 . . . i . . . j . . . N

1
...

i
...

j
...

N























. . .

. . .
�

αK
α
ii K

β
ij

. . .

K
β
ji

�

αK
α
jj

. . .

. . .























(3.3.2)

Es decir:
1Que no es más que un caso concreto del problema de optimización genérico Ax =

b, extraordinariamente común y muy estudiado en Álgebra lineal. En este caso es de
muy sencilla solución por ser la matriz de rigidez simétrica y definida positiva, por
lo que es invertible y tiene una única solución exacta. Normalmente se aprovecha
la estructura dispersa (es decir, llena de huecos con ceros) de la matriz de rigidez
mediante factorizaciones de matrices espećıficas para estos casos, pero dichas técnicas
quedan fuera del ámbito del presente curso.
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Las i’ésima submatriz de la diagonal se compone sumando todas
las matrices Kα

ii para todas las barras α que inciden en el nudo i.

Por cada barra β entre dos nudos i y j, existe un par de entradas
simétricas con las K

β
ij y K

β
ji en las entradas (i, j) y (j, i), respec-

tivamente. Siempre se cumplirá que K
β
ji = K

β
ij

⊤
.

El resto de entradas son ceros.
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Un ejemplo sencillo (3a parte) (Continúa de pág.38)

Fijándonos en la estructura que estábamos analizando (repetida abajo para

comodidad del lector),

y siguiendo las reglas descritas en este apartado llegamos a la siguiente

composición de la matriz de rigidez global de la estructura :

K =







Ka
11 +Kb

11 Ka
12 Kb

13

Ka
12

⊤ Ka
22 +Kc

22 Kc
23

Kb
13

⊤
Kc

23

⊤ Kb
33 +Kc

33







donde cada submatriz es de tamaño 2× 2 resultando una matriz global

de 6× 6.
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3.4. Condiciones de contorno

3.4.1. Elementos de sustentación: apoyos

Antes de abordar la resolución del problema de forma matricial es
necesario identificar en qué grados de libertad queda cada nudo libre
y en cuales está su movimiento o giro restringido, y por tanto, apare-
cen reacciones. Un resumen de los apoyos más comunes y los gdl que
restringen se muestra en la Figura 3.4.1. Una vez identificados los gdl
restringidos se puede aplicar el método descrito en §3.5.

Figura 3.4.1: Tipos de apoyos y sus caracteŕısticas fundamentales: reacciones
y grados de libertad no restringidos por el apoyo. F́ıjese que
las condiciones sólo se refieren a uno de los dos extremos de la
barra: en el extremo opuesto, la barra podŕıa mostrar cualquier
tipo de unión ya que se trata de una cuestión independiente.

3.4.2. Cargas nodales

Hay que tener en mente que el método de cálculo matricial sola-
mente modela una serie discreta de nudos, estando los elementos entre
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ellos (t́ıpicamente barras o muelles) modelados por medio de las cor-
respondientes matrices de rigidez. Las variables del problema, ya sean
datos conocidos o incógnitas a averiguar, son todas las fuerzas y todos
los desplazamientos de dicho conjunto discreto de nudos. Lo que ocurre
entre un nudo y otro no es tenido en cuenta para nada, aparte de en las
matrices de rigidez de cada elemento.

Una consecuencia de esta discretización del problema es que las car-
gas o fuerzas externas aplicadas a la estructura solamente pueden apare-
cer en los nudos. Para dejarlo claro: el método matricial no permite que
existan cargas distribuidas o puntuales en mitad de las barras. Exis-
ten, por supuesto, maneras de abordar dichos problemas mediante el
planteamiento de un problema equivalente donde cargas no nodales se
convierten en nodales (cuestión abordada en §4.4), pero el método ma-
tricial per se sólo puede manejar cargas en los nudos.

3.5. Estrategia de resolución del sistema de ecua-

ciones

En este punto, se ha conseguido plantear el problema de pequeñas
deformaciones de una estructura como un sistema lineal en la forma �F =
K�U. Sin embargo, el sistema no se puede resolver de manera inmediata
por estar datos e incognitas entremezcladas en los vectores �F y �U.

Se hace necesario por tanto particionar el problema de forma que
se tenga al menos un vector sin incógnitas. Como método de resolu-
ción, seguiremos uno de los métodos posibles, consistente en separar
las variables en dos clases: relativas a grados de libertad restringidos
por alguna condición de contorno, y relativas a grados de libertad libres
de desplazarse, a las que denotaremos por las letras R y L, respecti-
vamente. Particionaremos tanto los vectores como la matriz de rigidez
consecuentemente, siendo el objetivo llegar a un sistema lineal de esta
forma:
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�F = K�U =⇒




�FR

�FL



 =




KRR KRL

KLR KLL









�UR

�UL



 (3.5.1)

Como ejemplo ilustrativo de cómo realizar la partición, supongamos
que tenemos un problema con solamente un par de nudos (1 y 2), siendo
modelados por medio de las solicitaciones �F = (f1x f1y M1 f2x f2y M2)

⊤

y los desplazamientos �U = (u1x u1y θ1 u2x u2y θ2)
⊤. Si las dimensiones

restringidas son las correspondientes a ( u1x , u1y , u2x ) y las libres

son ( θ1 , u2y , θ2 ), se procedeŕıa como sigue:

�F =


















f1x

f1y

M1

f2x

f2y

M2


















=⇒




�FR

�FL



 =


















f1x

f1y

f2x

M1

f2y

M2


















�U =


















u1x

u1y

θ1

u2x

u2y

θ2


















=⇒




�UR

�UL



 =


















u1x

u1y

u2x

θ1

u2y

θ1


















Y lo mismo aplicado a la matriz K llevaŕıa a:
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K =


















k11 k12 k13 k14 k15 k16

k21 k22 k23 k24 k25 k26

k31 k32 k33 k34 k35 k36

k41 k42 k43 k44 k45 k46

k51 k52 k53 k54 k55 k56

k61 k62 k63 k64 k65 k66


















=⇒ K =




KRR KRL

KLR KLL





KRR =








k11 k12 k14

k21 k22 k24

k41 k42 k44








KLL =








k33 k35 k36

k53 k55 k56

k63 k65 k66








KRL =








k13 k15 k16

k23 k25 k26

k43 k45 k46








KLR = K⊤
RL (3.5.2)

Una vez realizada la partición y dado que �FL y �UR son datos cono-
cidos podemos despejar �UL:





�FR

�FL



 =




KRR KRL

KLR KLL









�UR

�UL





=⇒ �FL = KLR
�UR +KLL

�UL

�UL = K−1
LL(

�FL −KLR
�UR) (3.5.3)

y una vez conocidos dichos desplazamientos, calcular las fuerzas de los
nudos restringidos con:



Caṕıtulo 3. Método matricial de ensamblaje y resolución 69

�FR = KRR
�UR +KRL

�UL

Para el caso, muy común, de que todos los gdl restringidos sean
apoyos donde los desplazamientos y giros son todos de cero, tendŕıamos
�UR = 0, con lo que las dos fórmulas anteriores se simplifican a:

�UL = K−1
LL

�FL ( Sólo cuando �UR = 0) (3.5.4)

�FR = KRL
�UL ( Sólo cuando �UR = 0)

Con esto se habŕıa terminado la resolución del problema matricial
desde el punto de vista matemático. El paso siguiente seŕıa la inter-
pretación de las soluciones en términos de esfuerzos de las barras u
otros conceptos de resistencia de materiales, como se explica en la sec-
ción siguiente.

Un ejemplo sencillo (4a parte) (Continúa de pág.64)

Una vez hallada la estructura de la matriz global de la estructura, dividimos

los gdl en libres y restringidos fijándose en cuales tienen el movimiento

totalmente impedido (ver la figura de la pág. 34):

�F =















f1x

f1y

f2x

f2y

f3x

f3y















=⇒




�FR

�FL



 =
















f1x

f1y

f2y

f2x

f3x

f3y
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�U =















u1x

u1y

u2x

u2y

u3x

u3y















=⇒




�UR

�UL



 =
















u1x

u1y

u2y

u2x

u3x

u3y
















Y la misma división debe aplicarse a la matriz K, que se particiona de la

manera que sigue:

K =
















8 0 −8 0 0 0

0 4 0 0 0 −4

−8 0 8,7123 −1,4286 −0,7123 1,4286

0 0 −1,4286 2,8654 1,4286 −2,8654

0 0 −0,7123 1,4286 0,7123 −1,4286

0 −4 1,4286 −2,8654 −1,4286 6,8654
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=⇒ K =




KRR KRL

KLR KLL





KRR =







8 0 0

0 4 0

0 0 2,8654
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KLL =







8,7123 −0,7123 1,4286

−0,7123 0,7123 −1,4286

1,4286 −1,4286 6,8654
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Por lo que podemos plantear la siguiente ecuación para despejar el

valor de los desplazamientos desconocidos �UL:




�FR

�FL



 =




KRR KRL

KLR KLL








�UR

�UL
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=⇒ �FL = KLR
�UR +KLL

�UL

=⇒ �UL = K−1

LL(
�FL −KLR✚

✚❃
0

�UR)

=⇒ �UL = K−1

LL
�FL







u2x

u3x

u3y







=







1,252 1,284 0

1,252 25,379 5,0205

0 5,014 2,5






10−8







0

1000

0







=







0,0000125

0,00025379

0,0000514







(m)

Y con esto habŕıamos alcanzado el objetivo de calcular los desplazamien-

tos que sufre la estructura. Este ejemplo, que hemos realizado por partes,

se puede encontrar más desarrollado en la sección 5.1.

3.6. Cálculo de esfuerzos en barras

Una vez se han resuelto los desplazamientos de la estructura com-
pleta como se ha descrito hasta ahora, tenemos perfectamente definido
el valor del vector de desplazamientos en coordenadas globales U. A
continuación vamos a mostrar como, a partir de únicamente esta infor-
mación y las matrices de rigidez, es posible calcular los esfuerzos que
soporta cada una de las barras de la estructura.

Supongamos que nos centramos en una barra en particular situada
entre los nudos i y j. Los esfuerzos vendrán determinados por cómo ha
sido obligada a deformarse en dichos extremos, valores que nombramos
como �Ui y �Uj y que conocemos por ser una parte del vector U.
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Figura 3.6.1: Una barra ij desplazada de acuerdo a �Ui y �Uj soportará unos
esfuerzos determinados únicamente por dichos desplazamientos
y su matriz de rigidez.

Como se vio en §2.1, el cálculo matricial de estructuras está basado
en la siguiente aproximación lineal:

�̂fa = K̂a�̂ua





�̂fai

�̂faj



 =




K̂a

ii K̂a
ij

K̂a
ji K̂a

jj








�̂ua
i

�̂ua
j



 (3.6.1)

donde se ha usado como supeŕındice el nombre de la barra (a) que va
desde el nudo i al j. Nuestra intención es calcular la incógnitas de los

esfuerzos �̂fa = (�̂fai
�̂faj )

⊤, que no deben confundirse con las fuerzas del vec-

tor �F, que se compone de cargas externas (la parte �FL) y de reacciones
(la parte �FR).

Nótese como también aparece en la Ec. 3.6.1 la matriz de rigidez
de la barra (importante, en coordenadas locales, no confundirse con la
matriz en globales), dato que ya es conocido.
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Por lo tanto únicamente hemos de calcular el vector de desplaza-
mientos en coordenadas locales �̂ua = (�̂ua

i �̂ua
j )

⊤, lo cual es muy sencillo

a partir de los vectores correspondientes en coordenadas globales �Ui y
�Uj que ya conocemos. Recordando que la matriz de transformación de
coordenadas de la barra a, denotada como Ta, tiene la propiedad de
convertir coordenadas locales en globales, es decir:

�ua = Ta�̂ua (3.6.2)

es directo obtener la relación inversa:

�̂ua = (Ta)−1�ua

= (Ta)⊤�ua (3.6.3)

donde se ha usado el hecho de que la inversa de una matriz ortogonal y
unitaria (como es el caso de cualquier matriz de rotación), es igual a su
traspuesta.

A partir de Ec. 3.6.1 y Ec. 3.6.3 se sigue entonces:

�̂fa = K̂a(Ta)⊤�ua (3.6.4)

fórmula que ya nos permite calcular los esfuerzos de la barra en coor-

denadas locales �̂fa, al disponer de todos los términos de la derecha tras
resolver el problema matricial.

Solamente queda un último paso, que si bien parece superfluo en este
momento, será muy conveniente en casos de existir cargas no nodales (ver

§4.4). Se trata de pasar los esfuerzos obtenidos como �̂fa del sistema de
coordenadas empleado en cálculo matricial al sistema de coordenadas
correspondiente a resistencia de materiales.

Como se ve en la Figura 3.6.2, este cambio consiste en llamar a
los esfuerzos en dirección del eje x local (̂fx) e y local (f̂y) por sus
nombres significativos en resistencia de materiales: axiles (N) y cortantes
(V ), correspondientemente. Además, tanto el axil, como el cortante y el
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Figura 3.6.2: Convenio de signos usado para los esfuerzos en cálculo matricial
(arriba) y en resistencia de materiales (abajo).

momento flector en el nodo origen de la barra (i en nuestro ejemplo)
tienen criterios de signos positivos opuestos en ambos sistemas.

Por lo tanto, el vector de axiles, cortantes y flectores según el conve-
nio de resistencia de materiales se obtiene mediante:
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f̂a
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i
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j


















=





�̂fai

�̂faj



 = �̂fa (3.6.5)

Recordar una vez más que este cambio de signo se debe únicamente
al convenio escogido en resistencia de materiales, mostrado en la Figu-
ra 3.6.2. Existen otros autores que emplean un convenio donde los cor-
tantes aparecen con signo contrario al aqúı propuesto, por lo que se
recomienda prestar especial atención al contrastar fórmulas empleadas
en los distintos libros, apuntes y prontuarios de resistencia de materiales.

Finalmente, resaltar que se pueden ver ejemplos prácticos de estos
cálculos al final de los problemas resueltos de las secciones §5.1 y §5.2.
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CAṔITULO 4

SITUACIONES PARTICULARES DE CÁLCULO

En la sección anterior se ha visto como resolver un problema de
cálculo matricial, asumiendo que solamente exist́ıan los apoyos simples
resumidos en la Figura 3.4.1 y que sólo teńıamos cargas en los nudos
de la estructura. En la práctica encontraremos una amplia variedad de
situaciones en que no se cumplan dichas condiciones. Como demostramos
en este caṕıtulo, esto no imposibilita para nada afrontar el cálculo de
dichas estructuras mediante el método matricial, aunque introducirá al-
gunos pasos adicionales al método de resolución básico.

4.1. Determinación de gdl en nudos y “orlado”
de matrices de rigidez

Uno de los primeros pasos al plantear la solución de una estructura
es definir qué gdl se estudiarán en el problema. Hay que aclarar que
en cada nudo existirán un determinado número de gdl independientes,
pero algunos de ellos pueden no estudiarse a cambio de emplear matrices
condensadas (recordar lo visto en §2.5).

Si a un cierto nudo i llegan una o más barras mediante uniones

77
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del tipo articulado, el giro que tenga cada barra al llegar al nudo no
será relevante, por lo que podŕıamos estudiar solamente dos gdl (uix y
uiy) en el problema de cálculo matricial. En cambio, cuando todas las
barras que lleguen al nudo lo hagan mediante uniones ŕıgidas está claro
que se tendrán en cuenta los tres gdl (uix, uiy y θi).

Sin embargo, habrá ocasiones en que aparezcan uniones de distintos
tipos llegando a un mismo nudo; o bien distintas barras llegarán a un
apoyo articulado pero estarán unidas entre śı mediante uniones ŕıgidas
en grupos, no estando cada barra unida a todas las demás; o también
podremos encontrar deslizaderas de distinto tipo.

En casos aśı pueden surgir dudas sobre cómo determinar los grados
de libertad existentes y sobre cuales estudiar mediante cálculo matricial,
por lo que detallamos a continuación la manera precisa en que se deben
abordar este tipo de situaciones:

Determinación de los gdl independientes: El procedimiento
riguroso seŕıa el de considerar, para cada nudo, el máximo de 3
gdl posibles por cada una de las barras que lleguen (dos desplaza-
mientos y un giro). Después, este número se irá reduciendo si se
comprueba que se están contando gdl por duplicado que no son
realmente independientes. Por ejemplo, el caso más común es que
los desplazamientos en x e y de todos los extremos de las barras
que llegan al nudo sean los mismos por desplazarse de manera soli-
daria. Respecto a los giros, se pueden dar situaciones más variadas.
En caso de existir más de un gdl independiente en la misma dimen-
sión (x, y o θ), se usará el nombre de la barra como supeŕındice.
Más abajo se analiza un ejemplo que ilustra varios de los casos que
se pueden encontrar.

Determinación de los gdl a estudiar: De todos los gdl in-
dependientes, aquellos que afecten a una única barra pueden no
estudiarse en el problema matricial, con el consiguiente ahorro en
el tamaño de la matriz global de la estructura. A cambio, habrá que
emplear la matriz correspondiente para la barra de la que no quer-
amos estudiar algún gdl (las matrices condensadas).
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Ensamblaje de matrices: A un nudo i pueden llegar barras con
uniones articuladas o ŕıgidas que, como se ha visto en el caṕıtulo
2, implicarán que las matrices de rigidez Ka

ii para cada barra a
serán de un tamaño distinto (2× 2 o 3× 3, respectivamente). A la
hora de ensamblar la matriz de rigidez de la estructura completa
esto puede parecer un problema pues habrá que sumar o encajar
matrices de distintos tamaños. La solución consiste sencillamente
en añadir filas o columnas de ceros en los lugares correspondientes a
gdl que no afecten a cada barra hasta lograr que todas las matrices
tengan el tamaño correspondiente al total de gdl modelados en el
nudo.

Figura 4.1.1: Ejemplo de una estructura con nudos donde se hará necesario
“orlar” matrices.

Veamos cómo llevar todo esto a la práctica con el ejemplo de la
Figura 4.1.1. Para dejar claro la interpretación del esquema, al nudo 4
confluyen las barras 14 y 24 unidas entre śı mediante uniones ŕıgidas
y, por otro lado, la barra 34, que puede rotar independientemente del
sólido ŕıgido formado por las dos primeras.

Primero determinaremos los gdl a usar para modelar la estructura
mediante cálculo matricial, analizando nudo a nudo como se ha descrito
arriba:
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Nudo 1: En principio, consideramos 3 × 2 = 6 gdl por llegar dos
barras, la 14 y la 12: {u141x, u141y, θ141 , u121x, u

12
1y, θ

12
1 }. Observamos que

los desplazamientos en x e y de ambas barras están ligados y que
el giro del nudo no afecta a la barra 12 por tratarse de una unión
articulada, por lo que sólo quedan los siguientes gdl a considerar
en nuestro problema: {u1x, u1y , θ141 }. Nótese cómo se han elimina-
do los supeŕındices de los gdl que son compartidos por todas las
barras. Esto es una práctica habitual con objeto de simplificar la
notación. Igualmente, cuando un gdl sólo afecta a una de las bar-
ras, como es el caso del giro θ141 , también es habitual darlo por
sentado y prescindir del supeŕındice. En ese caso, la lista de gdl
queda: {u1x, u1y, θ1}.

Nudo 2: En principio, consideramos 3 × 2 = 6 gdl por llegar
dos barras, la 12 y la 24: {u122x, u122y, θ122 , u242x, u

24
2y, θ

24
2 }. Siguiendo

exactamente el mismo razonamiento que para el nudo 1, acabamos
reduciendo el número de gdl a tres: {u2x, u2y, θ2}.

Nudo 3: Los tres gdl posibles correspondientes a la única barra
34 son: {u343x, u343y, θ343 }. Descartamos incluir el gdl del giro θ343 en el
problema por tratarse de una barra acabada en unión articulada,
cuya matriz de rigidez ya tiene en cuenta los efectos del posible
giro en ese extremo. Además, al no haber posibilidad de confusión
por no existir más barras, simplificamos la notación descartando
los supeŕındices, y llegamos por tanto a: {u3x, u3y}.
Nudo 4: En principio, consideramos 3 × 3 = 9 gdl por llegar las
tres barras 14, 24 y 34: {u144x, u144y, θ144 , u244x, u

24
4y, θ

24
4 , u344x, u

34
4y, θ

34
4 }. Es

fácil ver que los desplazamientos en x e y de todas las barras están
ligados, por lo que u4x ≡ u144x ≡ u244x ≡ u344x y u4y ≡ u144y ≡ u244y ≡ u344y.
Respecto a los giros, las barras 14 y 24 giran como un sólido ŕıgido,
por lo que ambos gdl son en realidad uno solo: θ14,244 ≡ θ144 ≡ θ244 .
Asumiendo que el giro de la barra 34 es independiente a éste y
que se utilizará la matriz de rigidez correspondiente a una unión
articulada, no será necesario introducir el giro θ344 en el problema,
quedando la lista de gdl en este nudo: {u4x, u4y, θ14,244 }.



Caṕıtulo 4. Situaciones particulares de cálculo 81

Para resumir, estos seŕıan los vectores completos de fuerzas y despla-
zamientos con todos los gdl que modelarán mediante cálculo matricial
la estructura del ejemplo:
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(4.1.1)

Abordamos a continuación el problema del ensamblaje de matrices.
Siguiendo el procedimiento descrito en §3.3 llegamos a la siguiente es-
tructura para la matriz de rigidez global K:
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Las partes que requieren especial atención son aquellas matrices “or-
ladas” (las marcadas como ·⋆), ya que deberán ser modificadas para
insertar filas o columnas de ceros en los gdl que no modelen. Veamos
el caso concreto de la primera entrada de la matriz K, la K14

11 +K12
11

⋆
.

En este caso, K14
11 y K12

11 son parte de las matrices de rigidez en coor-
denadas globales para barras del tipo biempotada y biarticulada cuyas
expresiones se vieron en las secciones 2.3 y 2.2, respectivamente. Es
interesante representar expĺıcitamente qué gdl relacionan cada una de
ellas:
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(4.1.2)
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La diferencia de tamaños hace que no podamos sumar ambas matri-
ces directamente. Esto se arregla claramente introduciendo el gdl corres-
pondiente al giro (el desplazamiento θ1 y el momento M1) en la matriz
K12

11, dando lugar a la matriz modificada K12
11

⋆
:
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(4.1.4)

Operando igualmente para todas las matrices orladas se conseguirá for-
mar la matriz global de cualquier estructura, sin importar lo complicado
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de la distribución de sus gdl en distintas barras. En la Figura 4.1.2 se
muestran algunos ejemplos de uniones que se pueden encontrar en la
práctica, junto al análisis de sus gdl.

4.2. Simplificaciones debidas a simetŕıa

En estructuras planas se podrán aplicar las simplificaciones por simetŕıa
cuando exista un eje con respecto al cual la disposición de los elementos,
sus propiedades, las cargas y los apoyos, sean todos simétricos. En dicho
caso podremos reducir el análisis de la estructura a solamente una de
sus dos mitades, sabiendo que los resultados de las reacciones en apoyos
y esfuerzos en barras que hayan sido eliminados coinciden con los de la
mitad que śı se calcula.

Evidentemente, deberemos modificar la estructura a la hora de di-
vidirla. Para entender cómo realizar dichos cambios es ilustrativo con-
siderar qué le ocurre a una sección de material que caiga exactamente
sobre el eje de simetŕıa. Como se muestra en la Figura 4.2.1, las condi-
ciones de simetŕıa imponen que su desplazamiento en la dirección x,
aśı como su giro θ deben de ser ambos cero (se puede ver que cualquiera
de esos dos movimientos rompeŕıa la simetŕıa de la solución). En cuanto
al desplazamiento en y, éste queda libre y su valor no está restringido
en modo alguno por la simetŕıa.

Al tomar las restricciones de los tres grados de libertad en su conjunto
comprobamos que esta situación se corresponde exactamente con el de
un apoyo del tipo “empotramiento deslizante”, por lo que, en general,
debemos añadir un apoyo de este tipo a todo elemento que corte el eje
de simetŕıa transversalmente.

En la Figura 4.2.2(a) se muestra este principio aplicado a diferentes
situaciones particulares que se pueden dar. Alternativamente, también
podemos encontrar casos de barras que caigan exactamente sobre el
eje de simetŕıa. En ese caso, reemplazaremos la barra en el problema
simplificado por otra con la mitad del valor de rigidez de la original,
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Figura 4.1.2: Ejemplos de uniones y análisis de sus grados de libertad. Los
gdl de un nudo i que no aparecen en la columna de la derecha
no se estudian a cambio de emplear en su caso las matrices de
rigidez condensadas correspondientes (por ejemplo, la de 5× 5
articulada-ŕıgida, o la 4× 4 biarticulada).
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Figura 4.2.1: Condiciones de contorno impuestas en la mitad de un problema
en el que existe simetŕıa con respecto a un eje.

como se muestra en la Figura 4.2.2(b).
Finalmente, mencionar que las cargas de tipo distribuido (carga

térmica, carga de peso distribuido) no sufren modificación alguna por el
hecho de realizar la simplificación por simetŕıa, incluso cuando la carga
ocurra sobre una barra que atraviesa (o cae sobre) el eje de simetŕıa. En
cuanto a cargas puntuales, sólo podŕıamos encontrar el caso especial de
cargas verticales sobre el mismo eje (ya que de existir cargas horizontales
o de momento no tendŕıamos una estructura simétrica), en cuyo caso la
carga en el problema simplificado se reducirá a la mitad.

4.3. Desplazamientos impuestos y asientos

Normalmente los desplazamientos en los gdl restringidos por un apoyo
son exactamente cero, modelando esto la idealización de un apoyo per-
fecto. En la práctica, dependiendo de diversos factores como el tipo de
terreno, se puede dar el caso que un apoyo ceda produciendo un cierto
asiento. Se supondrá que conocemos el valor de dicho asiento, como por
ejemplo δ1y para la estructura de la Figura 4.3.1.

Para ver en qué se concreta el hecho de tener el asiento, hay que
fijarse en que la ecuación Ec. 3.5.3, mediante la que calculamos los des-
plazamientos de los nudos libres �UL, requiere como dato conocido los
desplazamientos de los grados de libertad restringidos (el vector �UR). En
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(a) (b)

Figura 4.2.2: Simplificaciones por simetŕıa: (a) elementos que atraviesan y
(b) elementos sobre el eje de simetŕıa.
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(a) Estructura inicial (b) Estructura con asiento en
apoyo 1

Figura 4.3.1: Caso de una estructura con un asiento conocido en uno de los
apoyos.

el caso de una estructura sin asientos como la de la figura Figura 4.3.1(a),
tenemos:

�UR =
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(4.3.1)

es decir, el vector será todo ceros. Esto es lo habitual excepto cuando
existan asientos. En dicho caso, como el ejemplo de la Figura 4.3.1(b),
tendŕıamos:
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donde el signo menos indica que el asiento tiene lugar en la dirección
negativa de las coordenadas y en el sistema global de coordenadas.

Es importante remarcar que el hecho de que exista o no un asiento
no afecta para nada a la división de los grados de libertad en libres y
restringidos. Simplemente, un asiento conocido sigue siendo una restric-
ción que en lugar de ser igual a cero, tiene otro valor. Aśı mismo, el resto
del método de resolución no vaŕıa con respecto a todo lo explicado en el
caṕıtulo 3.

4.4. Cargas a lo largo de las barras

Ya se ha mencionado anteriormente que el método de cálculo matri-
cial solamente es capaz de modelar cargas externas sobre la estructura
si están aplicadas en los nudos, ya que sólo pueden entrar en el modelo
a través del vector �FL. En la práctica, sin embargo, será común encon-
trarnos casos de cargas externas no nodales, como cargas distribuidas a
lo largo de una barra o puntuales en mitad de una barra.

Dichos casos se pueden afrontar mediante el principio de superposi-
ción: se dividirá el problema en tantos subproblemas como cargas no
nodales existan, más otro problema donde todas las cargas se hayan
sustituido por sus nodales equivalentes de forma que ya śı se pueda
resolver mediante cálculo matricial. Consideremos el ejemplo de la Figu-
ra 4.4.1, donde existe una carga uniformemente distribuida a lo largo de
la barra 23, de valor q (Newtons/metro).

Se procede dividiendo el problema en una suma de subproblemas. La
idea central del principio de superposición, que debe quedar muy clara,
es la siguiente:

Los desplazamientos, esfuerzos y reacciones resultantes del prob-
lema original serán la suma de los desplazamientos, esfuerzos
y reacciones de cada uno de los subproblemas.

El cálculo de los desplazamientos (U) se deja únicamente al subpro-
blema que se resuelve por cálculo matricial, ya que se pueden obtener
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Figura 4.4.1: Un ejemplo de estructura con cargas no nodales.

fácilmente de forma sistemática como se vio en el caṕıtulo anterior. Tı́pi-
camente, denotaremos a este subproblema con la letra M . Respecto al
resto de subproblemas (denotados en numeración romana I,II, etc.),
les impondremos desplazamientos nulos en sus nudos. De esta forma,
los desplazamientos finales (la suma de todos los desplazamientos en
M ,I,II, etc.) serán directamente los desplazamientos obtenidos medi-
ante cálculo matricial.

Forzar dichos desplazamientos nulos en los subproblemas equivale a
introducir apoyos o empotramientos virtuales en los nudos libres. Igual-
mente hay que tener claro que la suma de todas las cargas en todos los
subproblemas deben igualar a las cargas de la estructura inicial. Esto
quiere decir que si una carga no nodal se tiene en cuenta en un subproble-
ma, ya no debe aparecer en ningún otro. Aśı mismo, las reacciones que
aparezcan en los apoyos o empotramientos virtuales deberán trasladarse
al subproblema de cálculo matricial M como si fuesen fuerzas externas
en la dirección contraria. La idea es que la suma de estas fuerzas nodales
equivalentes en M con las reacciones en el subproblema correspondien-
te se anulen, ya que ninguna de dichas fuerzas existen realmente en la
estructura original. Todo esto se aclarará más abajo con un ejemplo.

Respecto a las reacciones que aparezcan dentro de cada subproblema
en apoyos reales (no virtuales, sino que ya estaban en el problema orig-
inal), no se trasladan al subproblema M : simplemente hay que tenerlos
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en cuenta para el cálculo de las reacciones totales, que recordamos son
la suma de las reacciones de todos los subproblemas.

Es instructivo llevar todas estas ideas a la práctica con el ejemplo de
la Figura 4.4.1. En este caso sólo existe una carga distribuida, aśı que
planteamos un subproblema (numerado como I) en el que se añaden
dos empotramientos virtuales (en los nudos 2 y 3) y un subproblema a
resolver mediante cálculo matricial, llamadoM . Esta división se muestra
en la Figura 4.4.2.

Figura 4.4.2: División de la estructura de la Figura 4.4.1 en dos subproblemas
usando el principio de superposición, donde el principal (M) ya
śı se puede abordar mediante cálculo matricial al no tener cargas
distribuidas.

Observar cómo para el subproblema I se han tenido que introducir
dos apoyos virtuales en los nudos 2 y 3, al estar estos libres en el problema
original, en los que aparecen reacciones que se han llevado (en sentido
inverso) al problema M como cargas nodales equivalentes. El valor de
las reacciones en I dependerá del tipo de carga aplicada y del tipo de
apoyos en los dos extremos (uniones articuladas o ŕıgidas), y se pueden
consultar en prontuarios de resistencia de materiales.

El problema M se resolveŕıa conforme a lo descrito en el caṕıtulo
3, teniendo únicamente en cuenta que las cargas nodales equivalentes
aparecerán en el vector �FL (fuerzas en gdl libres):
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�FL =





















f2x

f2y

m2

f3x

f3y

m3

f4x





















=





















0

− qL
2

− qL2

12

0

− qL
2

qL2

12

0





















(4.4.1)

Además, a la hora de calcular los esfuerzos de las barras como se
explicó en §3.6, los esfuerzos obtenidos en la Ec. 3.6.5 solamente se
referiŕıan ahora al subproblema M . Los esfuerzos totales se obtendrán
sumándoles los del subproblema I, es decir:
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(4.4.2)

Observar que al rellenar el último vector de la derecha, el de los
esfuerzos en el subproblema I, se ha tenido en cuenta el convenio de
signos correspondiente a resistencia de materiales (ver Figura 3.6.2).

Es interesante comparar el caso de la Figura 4.4.2 con otras dos posi-
bles situaciones mostradas en la Figura 4.4.3, donde la carga distribuida
se encuentra ahora en las barra 12 y 34, respectivamente.

En la estructura de la Figura 4.4.3(a) la carga distribuida recae sobre
la barra 12, que tiene uno de sus extremos en un apoyo (empotramiento).
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(a) Caso con carga distribuida en 12

(b) Caso con carga distribuida en 34

Figura 4.4.3: Otros ejemplos de divisiones de una estructura en dos subprob-
lemas. Comparar con la Figura 4.4.2.

Por lo tanto, los dos apoyos del subproblema I en este caso son distintos:
solamente el del extremo 2 es virtual. Esto se refleja en que las cargas
nodales equivalentes sólo se llevan al problema M para dicho extremo 2.
Otro detalle a tener en cuenta en este caso es que existe una componente
de las reacciones en el nudo 1 que aparecen en el subproblema I. En otras
palabras, la reacción �F1 para el problema original se obtendŕıa como la
suma de:
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�F1 =
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(4.4.3)

donde el último vector se corresponde a las reacciones que aparecen en
1 en el subproblema I (como siempre ocurre para los vectores de fuerzas
�F, dado en coordenadas globales).

Finalmente, consideramos la estructura de la Figura 4.4.3(b), donde
la carga distribuida aparece ahora sobre la barra 34, cuyo extremo 4 va a
un apoyo articulado móvil (“carrito”). El procedimiento es similar a los
casos anteriores, prestando especial atención al hecho de que sustituimos
el apoyo de 4 por uno inmóvil en el subproblema I, ya que en los sub-
problemas siempre forzaremos a que los extremos de la barra en cuestión
no se muevan. Observar como en este caso śı que hay que trasladar la
inversa de la reacción horizontal en 4 al problema M como carga nodal
equivalente, ya que en la estructura original la componente horizontal de
4 era un gdl libre, que ha sido fijado mediante empotramiento virtual.
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4.5. Cargas de temperatura en barras

Podemos encontrar estructuras donde una o varias barras sufran car-
gas de temperatura, es decir, incrementos de temperatura de un valor
dado ΔT con respecto a una situación inicial de equilibrio. En dichos
casos el procedimiento a seguir es exactamente igual al visto para cargas
no nodales en §4.4, aunque lo tratamos por separado en esta sección por
claridad.

Por lo tanto, se dividirá el problema original en la suma de una serie
de subproblemas, uno por cada barra que sufra carga de temperatura
(más los subproblemas correspondientes si existiesen otras cargas no
nodales como las vistas en §4.4), y más un problema principal M a
resolver por cálculo matricial donde se deben añadir las cargas nodales
equivalentes a las cargas de cada subproblema.

Consideremos el efecto de una carga de temperatura en una barra
cuyos dos extremos tienen restringido el movimiento (p.ej. una barra
biempotrada). Este caso es de interés por ser exactamente la situación
que encontraremos en cada uno de los subproblemas para barras con
incrementos de temperatura. Si la barra estuviese libre, un incremento
de temperatura ΔT produciŕıa una dilatación de valor ΔLT que, expre-
sada en deformaciones unitarias (εT ), se puede aproximar mediante un
coeficiente de dilatación α aśı:

ΔLT

L
= εT = αΔT →
ΔLT = αΔTL (4.5.1)

Un valor t́ıpico de este coeficiente para el acero es de 12 · 10−6m/m
◦C .

Al estar la barra empotrada en sus dos extremos, no puede producirse
esta dilatación lo que origina un esfuerzo axil N de compresión. El valor
de dicho esfuerzo axil se obtiene a partir de la ley de Hooke:

ΔLN

L
= εN =

σ

E
=

N

EA
→

ΔLN =
NL

EA
(4.5.2)
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y forzando ahora a que la suma de ambos alargamientos sea cero debido
al empotramiento:

ΔL = ΔLN +ΔLT = 0

0 =
NL

EA
+ αΔTL

−N✓L

EA
= αΔT✓L

llegamos a:

N = −EAαΔT (El valor negativo indica compresión) (4.5.3)

donde E y A son el módulo de elasticidad del material y el área de su
sección transversal, respectivamente.

Veamos como aplicar todo esto en la práctica para el caso de la
estructura mostrada en la Figura 4.5.1, donde dos barras (la 12 y la 23)
sufren cargas de temperatura.

Figura 4.5.1: Caso de una estructura con cargas de temperatura y su corres-
pondiente descomposición en subproblemas.

Se puede observar que se ha considerado un subproblema por cada
barra con carga de temperatura, donde se han indicado los esfuerzos
axiles (o reacciones) en ambos extremos de la barra. Para el caso de
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grados de libertad que se hayan restringido con apoyos virtuales, la in-
versa de dichos esfuerzos aparecen como cargas nodales equivalentes en
el sistema M de la derecha. El esfuerzo del extremo 1 en el subproblema
I forma parte de la reacción en 1 y al ser un apoyo real, no se traslada al
problema M . En cambio, śı que se introduce la carga nodal equivalente
en 2 (dirección vertical) por ser éste un apoyo virtual.

En resumen, el problema M se resolveŕıa como se describió en el
caṕıtulo 3, teniendo en cuenta que las cargas que hay que definir en el
vector �FL (fuerzas en gdl libres) son:
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(4.5.4)

A la hora de obtener los esfuerzos de cada barra para el problema
original, a la Ec. 3.6.5 obtenida en §3.6 habŕıa que sumar ahora los
esfuerzos correspondientes para cada subproblema. Por ejemplo, para el
caso de la barra 12:
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0
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(4.5.5)
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Igualmente, habrá que considerar todos los subproblemas al calcular
las reacciones del problema original. Por ejemplo, la reacción �F1 com-
prende dos componentes, una obtenida de M y otra del subproblema
I:

�F1 =








f1x

f1y

m1








Total

=








f1x

f1y

m1








M

Obtenida co-

mo

parte de �FR

+








0

EAαΔT

0








I

(4.5.6)
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4.6. Elementos “muelle”

Otro de los elementos que se encuentran comúnmente en estructuras
son elementos elásticos o “muelles”. Se trata de elementos con una ley
de comportamiento elástico lineal idealizada F = ku o M = kθ, siendo
F y M las fuerzas o momentos aplicadas y u y θ el desplazamiento o giro
conseguidos, respectivamente. Dependiendo de si actúan oponiéndose al
desplazamiento en una dirección espacial (x o y) o a torsión oponiéndose
a un giro (en θ), hablaremos de muelles “lineales” o de “torsión”, res-
pectivamente. El único parámetro que caracteriza a dichos muelles es su
constante de rigidez k, con unidades en el SI de N/m (Newtons/metro)
o de Nm/rad (Newtons-metro/radián), respectivamente.

Figura 4.6.1: El elemento “muelle” lineal (izquierda) y de torsión (derecha).

A efectos de cálculo matricial de estructuras, un muelle lineal ideal
se puede modelar exactamente igual que una barra biarticulada (cuyo
modelo se vio en §2.2), donde el valor EA

L que aparećıa en su matriz
de rigidez ahora es directamente la constante k del muelle. Es decir, el
modelo matemático de un muelle m en coordenadas locales viene dado
por:

�̂fm = K̂m�̂um











f̂m
ix

0

f̂m
jx

0











=











k 0 −k 0

0 0 0 0

−k 0 k 0

0 0 0 0





















ûmix

0

ûmjx

0











(4.6.1)

Al igual que con cualquier otra barra, esta matriz en coordenadas
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locales deberá modificarse mediante la correspondiente matriz de trans-
formación dependiendo de la orientación del muelle. Las fórmulas son
exactamente iguales al caso de una barra biarticulada:

Km = TmK̂mTm⊤ (4.6.2)

donde la matriz de rotación Tm viene dada por la Ec. 2.2.9.

Cuando se calcula una estructura que contiene un muelle, éste sólo
afecta a la hora de ensamblar la matriz de rigidez global de la estructura.
Como se describió en §3.3, cada elemento (barra o muelle) situada entre
dos nudos i y j debe tenerse en cuenta en cuatro lugares: los dos bloques
diagonales Kii y Kjj, y las dos entradas simétricas Kij y Kji.

Ahora bien, es un caso muy común encontrar muelles con uno de
sus extremos (digamos, el j) anclado a un apoyo, mientras que el otro
extremo (i) es el único unido a la estructura. En estos casos lo normal
es ignorar el nudo del apoyo, no teniéndose en cuenta siquiera en la lista
de grados de libertad del problema de cálculo matricial. Entonces, el
único efecto que tiene un muelle es su aportación Km

ii a la diagonal de
la matriz K de rigidez global de la estructura. Un poco más adelante
aclararemos el procedimiento con un ejemplo.

En cuanto a la aportación Km
ii del muelle a la matriz global, se

puede calcular a partir de las ecuaciones 4.6.1–4.6.2. Sin embargo, para
los casos de muelles anclados a un apoyo y en posición horizontal o
vertical, sus matrices tienen formas extremadamente sencillas, por lo que
se recomienda memorizarlas y usarlas directamente. Dichas matrices se
muestran en la Figura 4.6.2(a)–(b) para muelles horizontales y verticales,
respectivamente. Nótese que en ambos casos no importa la orientación
del muelle: un muelle horizontal con su nudo libre i a la derecha es
exactamente equivalente a otro muelle horizontal con su nudo libre a la
izquierda. Lo mismo ocurre con los verticales.

Otro concepto importante relativo a muelles es que estos no restrin-
gen el movimiento en ningún grado de libertad. Esta es una confusión
bastante habitual cuando se trata de muelles anclados a un apoyo en uno
de sus extremos. Para dejarlo claro: los muelles no afectan para nada a
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(a) Muelles horizontales

(b) Muelles verticales

(c) Muelle de torsión

Figura 4.6.2: Matrices de rigidez (en coordenadas globales) para muelles (a)
horizontales, (b) verticales y (c) de torsión.

la división en gdl libres y restringidos que hay que realizar en en método
matricial (recordar §3.5).

Para ilustrar todo lo expuesto hasta ahora con un caso práctico,
consideremos la estructura de la Figura 4.6.3, que contiene tres muelles.

Lo primero que observamos es que los apoyos donde los dos muelles
lineales descansan ni siquiera se han numerado como nudos, y por lo
tanto no entrarán en el modelo matemático de cálculo matricial. Es
importante reiterar que esto es posible sólo por ser uno de los extremos
de los muelles un apoyo inmóvil.
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Figura 4.6.3: Ejemplo de estructura con elementos “muelle”.

Dividiendo los gdl en restringidos y libres (requerido para el méto-
do propuesto en §3.5), vemos que los restringidos son {u1x, u1y , θ1, u4y}
mientras que los libres son {u2x, u2y, θ2, u3x, u3y , θ3, u4x}. Observar como
esta división es exactamente igual a la que se haŕıa si no existiesen los
muelles, ya que estos no afectan para nada en este punto.

El único efecto de los muelles seŕıan unas entradas extra a la diagonal
de la matriz de rigidez global de la estructura, que quedaŕıa como sigue:

K =











K12
11 K12

12 0 0

K12
21 K12

22 +K23
22 +Km3

22 K23
23 0

0 K23
32 K23

33 +K34
33 +Km1

33 K34
34

0 0 K34
43 K34

44 +Km2
44











donde se ha usado la notación Kab
ij para referirse a la parte relativa a

los nudos i, j de la matriz de rigidez global de la barra a → b. Para
recordar el método de ensamblaje de esta matriz, referirse a la sección
3.3. Respecto al efecto de los muelles, se modelan mediante los tres
términos Km3

22 , Km1
33 y Km2

44 en la diagonal, y que valen:
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Km3
22 =








0 0 0

0 0 0

0 0 k3








Km1
33 =




0 0

0 k1



 Km2
44 =




k2 0

0 0





Finalmente, no hay que perder de vista que aunque los apoyos en
los que descansan los muelles m1 y m2 no se han modelado como vari-
ables en este problema, por supuesto siguen ejerciendo una reacción que
habrá que tener en cuenta si es necesario. Si por ejemplo, en el proble-
ma del ejemplo se requiriese verificar el equilibrio de cargas externas y
reacciones sobre la estructura, habrá que tener en cuenta las tres com-
ponentes de la reacción en 1 (�F1), la carga externa en 2 (P ), el momento
ejercido por el muelle en ese mismo nudo, la reacción vertical en 4 (f4y),
y las dos reacciones transmitidas por los muelles desde sus apoyos hasta
los nudos 3 y 4. El valor de dichas reacciones se puede calcular fácilmente
a partir de la ley de comportamiento elástico, y valdŕıan Fm1 = k1u3y y
Fm2 = k2u4x para los muelles m1 y m2, respectivamente, y Mm2 = k3θ2
para el muelle de torsión.
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4.7. Apoyos móviles no ortogonales

Como se explicó en §3.1, en cálculo matricial se manejan tres tipos
de sistemas de coordenadas distintos: uno global, uno local para cada
barra y uno local para cada nodo. Los locales de cada barra pueden
coincidir o no con el global, con el que están relacionados a través de las
matrices de rotación T que vimos en el caṕıtulo 2.

En esta sección nos interesan los sistemas de coordenadas nodales.
Estos sólo se deben tener en cuenta cuando exista algún apoyo móvil
(p.ej. un “carrito”) cuyo gdl libre sea no ortogonal al sistema de coorde-
nadas globales. Es decir, cuando el apoyo permita deslizamientos sobre
un plano inclinado en una dirección distinta a la de x o y global. Un
ejemplo de dicha situación se da en el nudo 4 de la estructura mostrada
en la Figura 4.7.1.

Figura 4.7.1: Ejemplo de estructura con un apoyo articulado no ortogonal al
sistema de coordenadas global.

La necesidad de tratar como un caso especial estos apoyos móviles
sobre planos inclinados se justifica pensando que uno de los primeros
pasos a realizar al resolver la estructura es dividir los grados de liber-
tad en libres y restringidos (recordar §3.5). Si observamos el nudo 4,
veremos que seŕıa imposible decidir cuales de sus dos direcciones x e
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y en coordenadas globales son libres o restringidas, ya que ambas son
libres pero existe una ligadura entre ambas que las restringe, de for-
ma que no pueden variar independientemente. La solución consiste en
considerar las dos direcciones alternativas x′ e y′, a las que llamaremos
coordenadas nodales. La ventaja de estas coordenadas es que, ahora śı,
podemos separar muy claramente el grado de libertad restringido (y′)
del libre (x′).

A continuación se explica porqué el considerar estas coordenadas
nodales no ortogonales a las globales nos forzará a modificar el sistema
de ecuaciones global de la estructura, en forma matricial �F = K�U, por
una versión modificada �F′ = K′ �U′.

Sea una estructura cualquiera con n nudos donde el i’ésimo nudo
se corresponde con un apoyo móvil sobre un plano inclinado. Dicha es-
tructura se modela mediante los siguentes vectores de fuerzas (�F) y
desplazamientos (�U) en coordenadas globales:

�F =





















�F1

...

�Fi−1

�Fi

�Fi+1

...

�Fn





















�U =





















�U1

...

�Ui−1

�Ui

�Ui+1

...

�Un





















(4.7.1)

relacionadas a través de la matriz de rigidezK mediante �F = K�U. Dicha
matriz debe ensamblarse conforme a lo descrito en §3.3. Debido al apoyo
móvil sobre el plano inclinado no podemos dividir las componentes de
�Ui en grados de libertad libres y restringidos, por lo que aplicaremos el
siguiente cambio de coordenadas:

�Fi = Ti
�̂fni

�Ui = Ti�̂u
n
i (4.7.2)
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donde se han introducido las fuerzas y desplazamientos del nudo i en

coordenadas nodales, representadas por �̂fni y �̂un
i , respectivamente. Se

usará el supeŕındice ·n para denotar que se trata de un sistema de co-
ordenadas nodal. Respecto a la matriz Ti, se trata de una matriz de
rotación similar a las descritas para transformar las matrices de rigidez
locales de barras a coordenadas globales en el caṕıtulo 2, dada por:

Ti =




cos β − sinβ

sin β cos β



 Ti =








cosβ − sinβ 0

sinβ cosβ 0

0 0 1








Para un apoyo articulado (2 gdl) Para un apoyo ŕıgido (3 gdl)

siendo β el ángulo desde el sistema de coordenadas global hasta el plano
inclinado del apoyo, medido como se indica en la Figura 4.7.1.

Para llevar a cabo el cambio de coordenadas en las fuerzas y despla-
zamientos del nudo i, expandimos el sistema de ecuaciones �F = K�U y
sustituimos los valores de la Ec. 4.7.2:
















�F1

...

�Fi−1

Ti
�̂fni

�Fi+1

...

�Fn
















= (4.7.3)
















K1,1 . . . K1,i−1 K1,i K1,i+1 . . . K1,n

.

..
.
..

.

..
.
..

.

..

Ki−1,1 . . . Ki−1,i−1 Ki−1,i Ki−1,i+1 . . . Ki−1,n

Ki,1 . . . Ki,i−1 Ki,i Ki,i+1 . . . Ki,n

Ki+1,1 . . . Ki+1,i−1 Ki+1,i Ki+1,i+1 . . . Ki+1,n

..

.
..
.

..

.
..
.

..

.

Kn,1 . . . Kn,i−1 Kn,i Kn,i+1 . . . Kn,n































�U1

.

..

�Ui−1

Ti�̂un
i

�Ui+1

..

.

�Un
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Dado que nuestro objetivo es ser capaces de plantear una división
válida de los grados de libertad entre libres y restringidos, nos interesaŕıa
que en los vectores de fuerzas y desplazamientos solamente interviniesen

�̂fni y �̂un
i , y no sus versiones en coordenadas globales �Fi = Ti

�̂fni y �Ui =

Ti�̂u
n
i , que son las que aparecen en la ecuación anterior.
Mediante las reglas del producto de matrices se puede demostrar

que esto se consigue modificando las entradas de la matriz global K que
aparecen en la i’ésimas filas y columnas, las marcadas entre ĺıneas en la
Ec. 4.7.3. De esta forma se llega a otra matriz de rigidez K′ que relaciona
vectores de fuerzas y desplazamientos que en parte están en coordenadas
globales y en parte en coordenadas nodales:
















�F1

...

�Fi−1

�̂fni
�Fi+1

...

�Fn
















� �� �

�F′

= (4.7.4)
















K1,1 . . . K1,i−1 K1,iTi K1,i+1 . . . K1,n

...
...

...
...

...

Ki−1,1 . . . Ki−1,i−1 Ki−1,iTi Ki−1,i+1 . . . Ki−1,n

T⊤
i Ki,1 . . . T⊤

i Ki,i−1 T⊤
i Ki,iTi T⊤

i Ki,i+1 . . . T⊤
i Ki,n

Ki+1,1 . . . Ki+1,i−1 Ki+1,iTi Ki+1,i+1 . . . Ki+1,n

...
...

...
...

...

Kn,1 . . . Kn,i−1 Kn,iTi Kn,i+1 . . . Kn,n
















� �� �

K′
















�U1

...

�Ui−1

�̂un
i

�Ui+1

...

�Un
















� �� �

�U′

Será sobre este último sistema de ecuaciones sobre el que habrá que
operar según lo descrito en §3.5 para resolver la estructura. Por ejemplo,
cuando se extraiga la submatriz de rigidez correspondiente a los gdl libres
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(llamada KLL en §3.5) se hará a partir de la matriz K′ de la Ec. 4.7.4 en
lugar de a partir de la matriz K original. Aśı mismo, hay que tener en
cuenta que al obtener la solución a los desplazamientos de los gdl libres
(el vector �UL), los gdl correspondientes al nudo i del plano inclinado
(una parte de �̂un

i ) estarán dados en el sistema de coordenadas nodal.
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4.8. Simplificación de barras por muelles

En esta sección estudiaremos un proceso de simplificación de estruc-
turas, totalmente opcional, que aunque está basado en las matrices de
rigidez vistas en este texto se puede aplicar igualmente a cualquier otro
método de resolución de estructuras no matricial.

La idea consiste en reemplazar una barra o viga presente en una es-
tructura por uno o dos muelles de tipo lineal o de torsión, de manera que
la estructura simplificada se comporte exactamente igual con los muelles
que con la barra. Si nos referimos a los nudos inicial y final de una barra
cualquiera como i y j, respectivamente, el proceso es el esquematizado
en la Figura 4.8.1. La ventaja de simplificar es la eliminación de uno
de los nudos del problema (el i en la figura), reduciendo por tanto el
número de incógnitas y el tamaño de la matriz de rigidez global.

Figura 4.8.1: Una barra (izquierda) puede reemplazarse en determinadas cir-
cunstancias por uno o dos muelles escogidos de entre los tres
mostrados en la estructura simplificada (derecha).

A nivel matemático, se debe asegurar que la matriz global de la es-
tructura simplificada sea idéntica a la matriz de la estructura original
(ignorando obviamente las filas y columnas relativas a los gdl que se de-
jan fuera del problema). En este sentido, estamos hablando de una sim-
plificación en el número de gdl del problema, no de una aproximación.
Eso śı, debemos avisar de que dependiendo del tipo de simplificación
particular las reacciones obtenidas por el método de cálculo matricial
en el nudo donde se añaden los muelles (el j en el ejemplo de arriba)
pueden no ser las mismas que en la estructura original, lo que deberá ser
tenido en cuenta.
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Consideremos la matriz de rigidez (por comodidad, en coordenadas
locales) de la barra a de la figura anterior:

K̂a =




K̂a

ii K̂a
ij

K̂a
ji K̂a

jj



 (4.8.1)

Sabemos, por el método de ensamblaje visto en §3.3, que los términos
K̂a

ii y K̂a
jj se sumarán a los bloques diagonales de la matriz global de la

estructura de ı́ndices i y j, respectivamente.

El objetivo de las simplificaciones mediante muelles es eliminar del
problema todos los gdl relativos al nudo i, y respecto al nudo j, que el
bloque K̂a

jj se pueda aproximar, teniendo en cuenta los valores de los

desplazamientos conocidos (parte del vector �̂U), mediante una combi-
nación de hasta tres muelles, tal que:

K̂aÛa =











K̂a
ii K̂a

ij

K̂a
ji

K̂xj
K̂xjyj K̂xjθj

K̂yjxj
K̂yj K̂yjθj

K̂θjxj
K̂θyj K̂θj




























✚
✚❃

0
ûxi

✚
✚❃

0
ûyi

✚
✚❃

0
ûθi

ûxj

ûyj

ûθj


















(4.8.2)

≡











 
 K̂a
ii  

 K̂a
ij

 
 K̂a
ji

K̂x 0 0

0 K̂y 0

0 0 K̂θ




























✚
✚❃

0
ûxi

✚
✚❃

0
ûyi

✚
✚❃

0
ûθi

ûxj

ûyj

ûθj
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→ K̂a
jj =








K̂xj
K̂xjyj K̂xjθj

K̂yjxj
K̂yj K̂yjθj

K̂θjxj
K̂θyj K̂θj







≡








K̂x 0 0

0 K̂y 0

0 0 K̂θ








donde K̂x, K̂y y K̂θ son las tres constantes de elasticidad de dos muelles
lineales en las direcciones de los ejes locales x̂ e ŷ y de un muelle de tor-
sión, respectivamente. Alternativamente, podemos plantear la equivalen-
cia con muelles colocados directamente siguiendo los ejes x e y globales
si esto es conveniente, persiguiendo en este caso la equivalencia:

Ka
jj =








Kxj
Kxjyj Kxjθj

Kyjxj
Kyj Kyjθj

Kθjxj
Kθyj Kθj







≡








Kx 0 0

0 Ky 0

0 0 Kθ








(4.8.3)

En cualquier caso, los valores de las constantes de los muelles deberán
ser los de las entradas correspondientes en la matriz de rigidez de la
barra. Por ejemplo, en la Ec. 4.8.3 la constante del muelle en la dirección
horizontal (Kx) tendŕıa el valor de la entrada Kxj

de la matriz de rigidez
de la barra.

Para concretar la discusión anterior, resumimos ahora las dos condi-
ciones que deben verificarse para poder llevar a cabo la simplifi-
cación de una barra por muelles:

1. Todos los gdl del nudo i deben tener desplazamientos y

giros restringidos a cero, o no ser estudiados. Por ejemplo,
en una barra con unión del tipo articulada en su extremo i bastaŕıa
con que estuviese simplemente apoyada para asegurar que sus dos
desplazamientos x e y sean nulos, siempre y cuando se modele
mediante una matriz condensada (p.ej. de tamaño 4 × 4 o 5 × 5)
en la que el giro en dicho nudo no entre en el problema.

2. Que para el caso concreto a estudiar se cumpla la identi-

dad de la Ec. 4.8.2, o su equivalente con coordenadas globales.



Caṕıtulo 4. Situaciones particulares de cálculo 111

Esto puede ocurrir bien porque todas las entradas de la submatriz
de rigidez Kjj que aparecen sombreadas en las Ec. 4.8.3–4.8.3 sean
ceros, o bien porque puedan ignorarse si aparecen en filas y colum-
nas cuyo desplazamiento correspondiente esté restringido a cero
(p.ej. la primera fila y columna pueden ignorarse si el desplaza-
miento uxj es cero, etc.).

Y en todo caso:

Solamente podrán añadirse muelles en gdl del nudo j que

sean libres ya que, evidentemente, un muelle aplicado en un gdl
restringido no tiene efecto alguno.

La mejor manera de aclarar como llevar a la práctica estos puntos
es verlos aplicados en ejemplos concretos:

Ejemplo 1

La barra cuya simplificación se estudia se encuentra empotrada en
su extremo 1 y está ŕıgidamente unida en el nudo 2 a otra barra que
aqúı no nos interesa. Analizando las restricciones de movimiento vemos
que todos los gdl del nudo 1 son cero, aśı como lo están los gdl x e y del
nudo 2.

Figura 4.8.2: Ejemplo de simplificación de una estructura con muelles.

Es decir, de los 6 gdl de la barra 12, solamente el giro θ2 es libre y
es por tanto una incógnita. Es inmediato verificar la condición número
1 indicada arriba, ya que en este caso todos los gdl del nudo origen
(u1x, u1y y θ1) están restringidos a cero. Para comprobar la condición

número 2 planteamos ahora la expresión �F12 = K12 �U12 (en coordenadas
globales) usando la matriz de rigidez que vimos en §2.3:
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�F12 = K12 �U12 (4.8.4)

=
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0 0 −EA
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L
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L
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L
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L
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Las entradas de la matriz de rigidez cuyas filas y columnas (ambas)
corresponden a gdl con movimientos restringidos aparecen sombreadas
en la igualdad inferior. Respecto a la submatriz de rigidez que nos in-
teresa (K22, la inferior derecha), tenemos que comprobar si se puede
aproximar por una matriz donde todas las entradas no diagonales sean
o bien ceros o bien corresponder a elementos sombreados. En este caso
podemos ver que śı es aśı:









 
 ✒

0

EA
L

0 0

0 ✟✟✟✯
0

12EI
L3 ✟✟✟✯ 0

− 6EI
L2

0 ✟✟✟✯ 0

− 6EI
L2

4EI
L









≡







0 0 0

0 0 0

0 0 4EI
L






=







Kx 0 0

0 Ky 0

0 0 Kθ
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→







Kx = 0

Ky = 0

Kθ = 4EI
L

(4.8.5)

y de esta forma verificamos que de los tres muelles posibles, en este caso
solamente es necesario emplear un muelle de torsión con la constante de
elasticidad indicada para reemplazar la barra, tal y como se muestra en
la derecha de la Figura 4.8.2.

Ejemplo 2

En este caso la barra a simplificar se encuentra simplemente apoyada
en su extremo 1 y ŕıgidamente unida en el nudo 2 a otra barra.

Figura 4.8.3: Ejemplo de simplificación de una estructura con muelles.

Para que se verifique la condición número 1 vista arriba, todos los
gdl del nudo 1 deben estar o restringidos o no ser estudiados. Como el
giro θ1 no está restringido, nos vemos forzados a considerar para la barra
un modelo de matriz condensada de 5× 5 del tipo articulada-ŕıgida (ver
§2.5.2) si queremos realizar la simplificación. Una vez seleccionada esta
matriz, se puede comprobar que efectivamente śı que podemos simplificar
la barra por un único muelle de torsión con un valor Kθ = 3EI

L . Al ser
este caso muy similar al anterior, no lo explicamos tan en detalle y
dejamos como ejercicio al lector que haga el razonamiento del que se
deduce el valor para la constante del muelle.

Ejemplo 3

A continuación vemos otra modificación más sobre el mismo proble-
ma anterior, ahora mediante la liberación de la restricción del movimien-
to del nudo 1 en la dirección horizontal:
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Figura 4.8.4: Ejemplo de simplificación de una estructura con muelles.

La intención de este ejemplo es llamar la atención sobre la primera
condición para simplificar, la que dice que el nudo de origen (el 1) debe
tener todos sus gdl forzados a un desplazamiento nulo o no estudiarse.
A primera vista este caso y el ejemplo 2 de la Figura 4.8.3 son distintos,
pero en ausencia de cargas, sabemos que el desplazamiento horizontal
del nudo 1 será nulo, y por lo tanto los dos problemas son exactamente
equivalentes a pesar del distinto apoyo, y ambas barras pueden simpli-
ficarse por el mismo muelle de torsión en el nudo 2. Hay que incidir en
que esta equivalencia sólo es válida en ausencia de cargas que impliquen
movimiento en el gdl u1x.

Ejemplo 4

Tratamos de simplificar ahora la barra 12, empotrada en su extremo
inferior y unida mediante articulación a un carrito que permite desplaza-
miento vertical:

Figura 4.8.5: Ejemplo de simplificación de una estructura con muelles.

De los seis posibles gdl de una barra, los tres correspondientes al nudo
1 deben estudiarse al estar su desplazamiento restringido a cero, mientras
que en su otro extremo podemos no estudiar el giro θ2. De esta forma se
cumple la primera condición para simplificar, ya que û1x = û1y = θ1 = 0.
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Sobre la segunda condición, desarrollamos la expresión �̂F12 = K̂12 �̂U12

(por simplicidad, en coordenadas locales) usando la matriz de rigidez
condensada para barras ŕıgido-articuladas que vimos en §2.5.3:

�̂F12 = K̂12 �̂U12 (4.8.6)

=















EA
L 0 0 −EA

L 0

0 3EI
L3

3EI
L2 0 −3EI

L3

0 3EI
L2

3EI
L 0 −3EI

L2

−EA
L 0 0 EA

L 0

0 −3EI
L3 −3EI

L2 0 3EI
L3





























ûa1x

ûa1y

θa1

ûa2x

ûa2y
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EA
L 0 0 −EA

L 0

0 3EI
L3

3EI
L2 0 −3EI

L3

0 3EI
L2

3EI
L 0 −3EI

L2

−EA
L 0 0 EA

L 0

0 −3EI
L3 −3EI

L2 0 3EI
L3





























✚
✚❃

0
ûa1x

✚
✚❃

0
ûa1y

  ✒
0

θa1

ûa2x

✚
✚❃

0
ûa2y















donde se han sombreado las entradas de la matriz de rigidez cuyas filas y
columnas (ambas) corresponden a gdl con movimientos restringidos (to-
das excepto la entrada de la cuarta fila y columna). Comprobamos ahora
si se puede aproximar la submatriz del extremo final (K̂22) por una ma-
triz donde todas las entradas no diagonales sean o ceros o correspondan
a elementos sombreados:






EA
L 0

0 ✚
✚✚❃

0
3EI
L3




 ≡





EA
L 0

0 0



 =




Kx̂ 0

0 Kŷ



 (4.8.7)

→







Kx̂ = EA
L

Kŷ = 0
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y efectivamente en este caso también se cumple por lo que la barra se
puede reemplazar por un muelle lineal de constante EA

L en la dirección
del eje local x̂, tal y como se muestra en la derecha de la Figura 4.8.5.

Ejemplo 5

Observamos ahora la barra 12, simplemente apoyada en su extremo
superior y empotrada en el inferior:

Figura 4.8.6: Ejemplo de simplificación de una estructura con muelles.

Los dos gdl de desplazamientos del nudo origen (el 1) están restringi-
dos a cero quedando el giro θ1 libre, por lo que tenemos que considerar
una matriz condensada en caso de querer simplificar la barra. En el
nudo 2 están restringidos el desplazamiento vertical y el giro, por lo
que el único gdl libre donde podŕıamos colocar un muelle es en el de-
splazamiento horizontal, siguiendo la dirección del eje x global. Por ello
planteamos la expresión �F12 = K12 �U12 en coordenadas globales, toman-
do la matriz de rigidez condensada para una barra articulada-ŕıgida de
§2.5.2 y teniendo en cuenta que la orientación de la barra es de φ = −45◦:

�F12 = K12 �U12 = T(φ)K̂12T(φ)⊤ �U12 (4.8.8)
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= T(φ)
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0
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donde se han vuelto a sombrear las entradas de la matriz de rigidez
cuyas filas y columnas corresponden a gdl con movimientos restringidos.
Igualamos ahora la submatriz del extremo final (K22, en globales) a una
matriz diagonal:
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EA
L cos2 φ+ 3EI

L3 sin2 φ ✘✘✿ 0· · · ✘✘✿ 0· · ·
✘✘✿ 0· · · ✘✘✿ 0· · · ✘✘✿ 0· · ·
✘✘✿ 0· · · ✘✘✿ 0· · · ✘✘✿ 0· · ·








≡








EA
L cos2 φ+ 3EI

L3 sin2 φ 0 0

0 0 0

0 0 0








=








Kx 0 0

0 Ky 0

0 0 Kθ








(4.8.9)

→







Kx = EA
L cos2 φ+ 3EI

L3 sin2 φ

φ=−45◦
����
= EA

2L + 3EI
2L3

Ky = 0

Kθ = 0

con lo que obtenemos el valor de la constante de rigidez del muelle
horizontal con el que podemos reemplazar la barra, como se ve en la
Figura 4.8.6.

Contraejemplo 1

Igualmente importante que saber simplificar una barra por muelles
es ser conscientes de cuando no es posible realizar dicha simplificación,
situación que veremos con unos ejemplos.

Sea la barra 12 unida a un empotramiento deslizante en su extremo
1 y ŕıgidamente unida a otra barra en el otro:

Podemos ver que no se cumple la primera condición de asegurar que
todos los gdl del nudo origen (el 1) estén restringidos a movimientos
nulos. Y al contrario de lo que ocurŕıa con el ejemplo 3, en este caso no
podemos asegurar que el desplazamiento vertical u1y vaya a ser cero por
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Figura 4.8.7: Barra para estudio de su posible simplificación por muelles.

ausencia de cargas, con lo que rápidamente desechamos la posibilidad
de reemplazarla por muelles.

Contraejemplo 2

Consideremos la barra 12, empotrada en 1 y unida ŕıgidamente a
otra en su otro extremo:

Figura 4.8.8: Barra para estudio de su posible simplificación por muelles.

De los 6 gdl de la barra, todos están restringidos salvo el desplaza-
miento u2y y el giro θ2. En caso de poder simplificar la barra por muelles,
estaŕıan en dichos gdl. Vemos que se verifica la condición número 1 para
simplificaciones al estar todos los gdl en el nudo origen restringidos. Para
verificar la segunda condición, planteamos la expresión �F12 = K12 �U12

en coordenadas globales:

�F12 = K12 �U12 (4.8.10)
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donde hemos sombreado las entradas correspondientes a gdl restringidos.
Si ahora comprobamos la posibilidad de igualar la submatriz del extremo
final (K22, la inferior derecha) a una matriz donde todas las entradas no
diagonales sean o bien ceros o bien corresponder a elementos sombreados
vemos que:









 
 ✒

0
EA
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0 12EI
L3 −6EI

L2

0 −6EI
L2

4EI
L
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0 0 0

0 12EI
L3 −6EI
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0 −6EI
L2

4EI
L







�=








Kx 0 0

0 Ky 0

0 0 Kθ








es decir, que en este caso no podemos simplificar la barra por muelles al
existir relaciones cruzadas entre los gdl libres, como revelan los elementos
no nulos fuera de la diagonal.
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4.9. Comprobación del equilibrio de esfuerzos,

acciones y reacciones

La comprobación del equilibrio en alguno o todos los nudos de una
estructura no forma estrictamente parte del proceso de resolución, sino
que es más bien una manera de verificar que los resultados obtenidos son
consistentes, y por tanto, probablemente libres de errores. Es importante
señalar igualmente que este procedimiento no es espećıfico para cálculo
matricial de estructuras, por lo que podŕıa aplicarse a cualquier otro
método de resolución.

El proceso de comprobación del equilibrio para un cierto nudo i con-
siste en reunir todas las acciones (cargas externas puntuales), reacciones
(en caso de tratarse de un apoyo) y esfuerzos (para cada una de las bar-
ras que incidan en el nudo) y representarlas tal y como actúan sobre el
nudo, teniendo especial cuidado en la dirección y sentido de cada fuerza
y momento. A continuación, se debe verificar que se cumplen las tres
ecuaciones de equilibrio para el punto del nudo i:







�
Fx = 0

�
Fy = 0

�
Mi = 0

(4.9.1)

siendo Fx y Fy las componentes horizontales y verticales de cada una de
las fuerzas, respectivamente.

Ilustraremos el proceso con el ejemplo de la Figura 4.9.1(a), donde
a un nudo i se aplica una carga puntual P , y llegan dos barras (a y b)
unidas entre śı ŕıgidamente y también un cable (c) que se modela como
una barra biarticulada.

Como se muestra en la Figura 4.9.1(b), se deben plantear todas las
fuerzas que actúan sobre el nudo. Para contar el efecto de todas las
barras se puede asumir que todas ellas han sido “cortadas” muy cerca
del nudo (en teoŕıa, infinitesimalmente cerca). En cada punto de corte
aparecerán, en el lado de la barra, los esfuerzos axiles (N), cortantes
(V ) y el momento flector (M) de dicha barra, y en el lado del nudo, las
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reacciones de cada una de estas fuerzas y momentos. En definitiva, las
fuerzas que se muestran encerradas por la ĺınea discontinua son todas
las que actúan sobre el nudo i, y todas ellas, en conjunto, deben cumplir
con las tres condiciones de la Ec. 4.9.1.

Para completar esta sección, se darán algunas aclaraciones sobre ca-
sos especiales que se pueden encontrar a la hora de verificar el equilibrio
de fuerzas en un nudo:

Si el nudo en cuestión es un apoyo, habrá que tener en cuenta
la fuerza de la reacción, que se corresponde con �Fi en nuestra
notación de cálculo matricial.

A la hora de tener en cuenta los esfuerzos de las barras y las reac-
ciones de un posible apoyo, habrá que tener cuidado de usar los
valores totales si el problema se ha abordado mediante superposi-
ción de una serie de subproblemas.

En caso de existir un muelle aplicado sobre el nudo, no olvidar
que éste también ejercen una fuerza �Fm = Km �Ui que deberá ser
tenida en cuenta.

Sólo se contarán las fuerzas externas cuando sean puntuales apli-
cadas precisamente en el nudo en cuestión. Las cargas distribuidas,
de temperatura o de otro tipo que afecten a las distintas barras
podrán dar lugar a cargas nodales equivalentes sobre el nudo i,
pero estas no se contarán a efectos de verificar el equilibrio. La
razón es que fichas fuerzas ya están realmente siendo tenidas en
cuenta a través de los esfuerzos de cada barra.
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(a) Un nudo i

(b) Análisis del equilibrio en i

Figura 4.9.1: (a) Caso de estudio para análisis de equilibrio en un nudo i.
(b) Descomposición de todos los esfuerzos de las barras y sus
efectos en el nudo considerado aislado.
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CAṔITULO 5

PROBLEMAS RESUELTOS

5.1. Problema 1 (estructura articulada simple)

Sea la estructura articulada de la Figura 5.1.1, donde todas las barras
tienen una sección A = 2cm2, la unidad de longitud L vale 0,5m y la
carga P vale 1000N . Se pide determinar los desplazamientos de todos
los nudos y los esfuerzos de las barras por el método de cálculo matricial
(Dato: E =200.000 N/mm2 =200 GPa )

Resolución:

En primer lugar escribimos de forma ordenada la longitud, sección y
orientación de cada barra1, datos que necesitaremos más adelante:

1Asumiendo que la conectividad de las barras es tal que en el sistema local de
coordenadas de la barra el eje x̂ está orientado desde i hacia j, siendo i < j (lo que
no es obligatorio, se podrá elegir entre las dos direcciones posibles siempre y cuando
se respete la decisión cuidadosamente en todos los cálculos). La orientación φ refleja
el ángulo entre este eje y el eje x global.

125
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Figura 5.1.1: La estructura de barras articuladas más sencilla: un triángulo.
El sistema de coordenadas global tiene sus ejes orientados como
se muestra en la parte superior derecha.

Barra L A φ

a L A 0◦

b 2L A 90◦

c L
√
5 A 116,565◦

Como se ve, intentaremos arrastrar mientras sea posible los val-
ores simbólicos de las variables en lugar de sus valores numéricos, pues
hará más cómodo trabajar y evitará errores.

El vector de solicitaciones F contiene los 3 vectores (en coordenadas
globales) de fuerzas para cada nudo, de 2 elementos cada uno: dos reac-
ciones (como máximo) por cada apoyo articulado o las dos componentes
de la carga en un nudo articulado (ver Figura 3.4.1). De forma análoga
se define el vector global de desplazamientos U (también en coordenadas
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globales), con las 2 componentes del desplazamiento (en x e y) para cada
nudo o apoyo del problema.

Ambos vectores están relacionados por medio de la matrix de rigidez
del problema K:

F6×1 = K6×6U6×1 →








�F1

�F2

�F3








= K








�u1

�u2

�u3

























f1x

f1y

f2x

f2y

f3x

f3y


















= K
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u2y

u3x
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(5.1.1)

Si ahora procedemos a montar las submatrices de K de acuerdo a lo
explicado en §3.3, tendremos:
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�F2
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= (5.1.2)








Ka
11 +Kb

11 Ka
12 Kb
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22 Kc
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�u1
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Se describe a continuación el cálculo de cada una de las submatrices:
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Barra a: Esta barra tiene orientación φa = 0◦:

Ka
11 = T (φa)K̂

a
11T (φa)

⊤

=

�
1 0

0 1

��
EA
L

0

0 0

��
1 0

0 1

�

=

�
EA
L

0

0 0

�

=

�
8 0

0 0

�

107 = Ka
22

Ka
12 = T (φa)K̂

a
12T (φa)

⊤

=

�
1 0

0 1

��
−EA

L
0

0 0

��
1 0

0 1

�

=

�
−EA

L
0

0 0

�

=

�
−8 0

0 0

�

107 = Ka
21

⊤

Barra b: Esta barra tiene orientación φb = 90◦:

Kb
11 = T (φb)K̂

b
11T (φb)

⊤

=

�
0 −1

1 0

��
EA
2L

0

0 0

��
0 1

−1 0

�

=

�
0 0
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�

=

�
0 0

0 4

�
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13 = T (φb)K̂

b
13T (φb)

⊤

=

�
0 −1
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��
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0
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��
0 1

−1 0

�

=

�
0 0
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�

=

�
0 0

0 −4

�

107 = Ka
21

⊤

Barra c: Esta barra tiene orientación φc = 116,565◦:

Kc
22 = T (φc)K̂

c
22T (φc)

⊤

=

�
−0,446 −0,895

0,895 −0,446

��
EA

L
√

5
0

0 0

��
−0,446 0,895

−0,895 −0,446

�

=

�
0,7123 −1,4286

−1,4286 2,8654

�

107 = Kc
33

Kc
23 = T (φc)K̂

c
23T (φc)

⊤
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=

�
−0,446 −0,895

0,895 −0,446

��

− EA

L
√

5
0

0 0

��
−0,446 0,895

−0,895 −0,446

�

=

�
−0,7123 1,4286

1,4286 −2,8654

�

107 = Kc
32

⊤

Con esto ya podemos reescribir la Ec. 5.1.2 con sus valores numéricos:
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8 0 −8 0 0 0

0 4 0 0 0 −4

−8 0 8,7123 −1,4286 −0,7123 1,4286

0 0 −1,4286 2,8654 1,4286 −2,8654

0 0 −0,7123 1,4286 0,7123 −1,4286

0 −4 1,4286 −2,8654 −1,4286 6,8654
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0

0

u2x

0

u3x

u3y















1

2

3

4

5

6

Siguiendo la estrategia de resolución explicada en §3.5, dividiremos
los vectores �F y �U en dos partes: una parte R con las variables correspon-
dientes a componentes restringidas y otra parte L con las componentes
libres. En este caso:
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�F =















f1x

f1y

f2x

f2y

f3x

f3y















=⇒




�FR

�FL



 =
















f1x

f1y

f2y

f2x

f3x

f3y
















�U =















u1x

u1y

u2x

u2y

u3x

u3y















=⇒




�UR

�UL



 =
















u1x

u1y

u2y

u2x

u3x

u3y
















Y la misma división debe aplicarse a la matriz K, que se particiona
de la manera que sigue:

K =
















8 0 −8 0 0 0

0 4 0 0 0 −4

−8 0 8,7123 −1,4286 −0,7123 1,4286

0 0 −1,4286 2,8654 1,4286 −2,8654

0 0 −0,7123 1,4286 0,7123 −1,4286

0 −4 1,4286 −2,8654 −1,4286 6,8654
















107 =⇒

K =




KRR KRL

KLR KLL





KRR =







8 0 0

0 4 0

0 0 2,8654
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KLL =







8,7123 −0,7123 1,4286

−0,7123 0,7123 −1,4286

1,4286 −1,4286 6,8654
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Por lo que podemos plantear la siguiente ecuación para despejar el
valor de los desplazamientos desconocidos �UL:




�FR

�FL



 =




KRR KRL

KLR KLL








�UR

�UL





=⇒ �FL = KLR
�UR +KLL

�UL =⇒ �UL = K−1

LL(
�FL −KLR

�UR
����

Cero

)

=⇒ �UL = K−1

LL
�FL







u2x

u3x

u3y







=







1,252 1,284 0

1,252 25,379 5,0205

0 5,014 2,5






10−8







0

1000

0







=







0,0000125

0,00025379

0,0000514







(m)

Ya que se ha obtenido el vector �U completo (conoćıamos la parte
�UR y acabamos de obtener �UL), estamos en condiciones de calcular el
vector de fuerzas de la estructura �F, por medio de:

�F = K�U

=












8 0 −8 0 0 0

0 4 0 0 0 −4

−8 0 8,7123 −1,4286 −0,7123 1,4286

0 0 −1,4286 2,8654 1,4286 −2,8654

0 0 −0,7123 1,4286 0,7123 −1,4286

0 −4 1,4286 −2,8654 −1,4286 6,8654
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0

0

0,0000125

0

0,00025379

0,0000514














132 Análisis estático de estructuras por el método matricial

=












−1000

−2000

0

2000

1000

0












(N) (5.1.3)

Una vez hallados los desplazamientos de todos los nudos, también
podemos proceder a calcular los esfuerzos de las barras. Denotando los
esfuerzos axiles y cortantes como Nα

i y V α
i , respectivamente, tenemos:

Barra a , cuyos nudos son 1 y 2:










−Na
1

−V a
1

Na
2

V a
2










=










f̂a
1x

f̂a
1y

f̂a
2x

f̂a
2y










=




K̂a

11 K̂a
12

K̂a
21 K̂a

22



T(φa)
⊤�ua










Siendo: �ua =










u1x

u1y

u2x

u2y



















=










EA
L

0 −EA
L

0

0 0 0 0

−EA
L

0 EA
L

0

0 0 0 0



















1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1



















0

0

1,284 · 10−5

0










=










−1000

0

1000

0










(N)

Barra b, cuyos nudos son 1 y 3:
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−N b
1

−V b
1

N b
3

V b
3










=










f̂b
1x

f̂b
1y

f̂b
3x

f̂b
3y










=




K̂b

11 K̂b
13

K̂b
31 K̂b

33



T(φb)
⊤�ub










Siendo: �ub =










u1x

u1y

u3x

u3y



















=










EA
2L

0 −EA
2L

0

0 0 0 0

−EA
2L

0 EA
2L

0

0 0 0 0










×










0 1 0 0

−1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 −1 0



















0

0

2,5379 · 10−4

5,14 · 10−5










=










−2000

0

2000

0










(N)

Barra c, cuyos nudos son 2 y 3:










−N c
2

−V c
2

N c
3

V c
3










=










f̂ c
2x

f̂ c
2y

f̂ c
3x

f̂ c
3y










=




K̂c

22 K̂c
23

K̂c
32 K̂c

33



T(φc)
⊤�uc
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Siendo: �uc =










u2x

u2y

u3x

u3y



















=










EA

L
√
5

0 − EA

L
√
5

0

0 0 0 0

− EA

L
√
5

0 EA

L
√
5

0

0 0 0 0










×










−0,446 0,895 0 0

0,895 −0,446 0 0

0 0 −0,446 0,895

0 0 0,895 −0,446



















1,284 · 10−5

0

2,5379 · 10−4

5,14 · 10−5










=










2236,068

0

−2236,068

0










(N)

Estos resultados se resumen gráficamente en la Figura 5.1.2.
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(a) Barra a

(b) Barra b

(c) Barra c

Figura 5.1.2: Esfuerzo axil N(x), cortante Vy(x) y momento flector Mz(x) de
las distintas barras a lo largo de sus eje longitudinales (variable
x). Al consistir este problema enteramente en barras articuladas
y no existir cargas más que en los nudos, los únicos esfuerzos
que aparecen son axiles y constantes.
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5.2. Problema 2 (con barras ŕıgido-articuladas)

Sea la estructura con nudos ŕıgidos y articulados de la Figura 5.2.1,
donde la distancia L es de 1m, la carga lateral P vale 1 T y la carga
distribuida q es de 2T/m. Si las barras tienen un perfil IPE-200 (área
de sección A = 28,5cm2, momento de inercia de sección Iz = 1940cm4),
se pide calcular los esfuerzos de todas las barras (Dato: E =210.000
N/mm2).

Figura 5.2.1: Estructura del ejemplo.

Resolución:

El primer paso es determinar los grados de libertad que se calcularán
mediante el método matricial. Al existir cargas fuera de los nudos (la
carga distribuida q sobre las barras a y b) se hace necesario particionar
el problema en subproblemas, de forma tal que la suma de las soluciones
de cada uno de ellos resuelva el problema propuesto. Distintas formas de
llevar a cabo la partición afectan a los grados de libertad del problema.
En este caso optaremos por esta división:

donde I y II son problemas estándar de resistencia de materiales con
soluciones conocidas, y M es el problema que se resolverá por cálculo
matricial, donde ya solamente existen fuerzas en los nudos. Observar
en M cómo se han introducido fuerzas ficticias en los nudos 2 y 3 para
compensar las reacciones de los empotramientos ficticios de las barras a
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Figura 5.2.2: Los tres subproblemas en que se divide el ejercicio.

y b. En el nudo 1 esto no es necesario ya que ese empotramiento es real,
no ficticio, porque formaba parte del problema.

Por lo tanto, los grados de libertad que se tendrán en cuenta son los
siguientes, reflejados en los vectores de solicitaciones �F y desplazamien-
tos �U:

�F =










�F1

�F2

�F3

�F4










=






























f1x

f1y

M1

f2x

f2y

f3x

f3y

M3

f4x

f4y

M4






























=





























f1x

f1y

M1

0

− 3qL
4

−P

− 5qL
8

qL2

8

f4x

f4y

M4





























11×1
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�U =










�U1

�U2

�U3

�U4










=






























u1x

u1y

θ1

u2x

u2y

u3x

u3y

θ3

u4x

u4y

θ4






























=





























0

0

0

u2x

u2y

u3x

u3y

θ3

0

0

0





























11×1

(5.2.1)

donde ya se han marcado en distintos colores las dimensiones libres

( L ) y las restringidas ( R ) y se han sustituido los valores de los datos

conocidos.

La siguiente tabla resume los datos y el modelo que se usará para
cada barra:

Barra L A φ Modelo

a L A 0◦ Rı́gida-Articulada

b L A 0◦ Articulada-Rı́gida

c L A 90◦ Rı́gida-Rı́gida

Otra opción seŕıa haber modelado la barra b como ŕıgida-articulada
y asumir una orientación de 180◦ en lugar de 0◦, con lo que se podŕıa
reutilizar la matriz calculada para la barra a. Más aún, otra alternativa
de planteamiento del problema seŕıa modelar los problemas I y II como
barras biempotradas, en cuyo caso el nudo 2 tendrá otros dos grados de
libertad extra, los dos ángulos de giro de las barras a y b en dicho nudo.

Las matrices de rigidez de cada barra son:
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Barra a: Esta barra tiene orientación φa = 0◦:

Ka = T (φa)K̂
aT (φa)

⊤

=







T (φa) =










1 0 0

0 1 0

0 0 1

03×2

02×3
1 0

0 1










K̂a =










EA
L

0 0 −EA
L

0

0 3EI
L3

3EI
L2

0 − 3EI
L3

0 3EI
L2

3EI
L

0 − 3EI
L2

−EA
L

0 0 EA
L

0

0 − 3EI
L3

− 3EI
L2

0 3EI
L3
















=










59,85 0 0 −59,85 0

0 1,22 1,22 0 −1,22

0 1,22 1,22 0 −1,22

−59,85 0 0 59,85 0

0 −1,22 −1,22 0 1,22










107 =

�

Ka
11 Ka

12

Ka
21 Ka

22

�

Barra b: Esta barra tiene orientación φb = 0◦:

Kb = T (φb)K̂
bT (φb)

⊤

=







T (φb) =










1 0

0 1
02×3

03×2

1 0 0

0 1 0

0 0 1










K̂b =










EA
L

0 −EA
L

0 0

0 3EI
L3

0 − 3EI
L3

3EI
L2

−EA
L

0 EA
L

0 0

0 − 3EI
L3

0 3EI
L3

− 3EI
L2

0 3EI
L2

0 − 3EI
L2

3EI
L
















=










59,85 0 −59,85 0 0

0 1,22 0 −1,22 1,22

−59,85 0 59,85 0 0

0 −1,22 0 1,22 −1,22

0 1,22 0 −1,22 1,22










107 =

�

Kb
22 Kb

23

Kb
32 Kb

33

�
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Barra c: Esta barra tiene orientación φc = 90◦:

Kc = T (φc)K̂
cT (φc)

⊤

=







T (φc) =












0 −1 0

1 0 0

0 0 1

03×3

03×3

0 −1 0

1 0 0

0 0 1












K̂c =












EA
L

0 0 −EA
L

0 0

0 12EI
L3

6EI
L2

0 − 12EI
L3

6EI
L2

0 6EI
L2

4EI
L

0 − 6EI
L2

2EI
L

−EA
L

0 0 EA
L

0 0

0 − 12EI
L3

− 6EI
L2

0 12EI
L3

− 6EI
L2

0 6EI
L2

2EI
L

0 − 6EI
L2

4EI
L


















=












4,89 0 −2,44 −4,89 −0 −2,44

0 59,85 0 −0 −59,85 0

−2,44 0 1,6296 2,44 −0 0,81

−4,89 −0 2,44 4,89 0 2,44

−0 −59,85 −0 0 59,85 −0

−2,44 0 0,81 2,44 −0 1,6296
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=

�

Kc
33 Kc

34

Kc
43 Kc

44

�

Ahora montamos las submatrices de K según lo explicado en §3.3:










�F1

�F2

�F3

�F4










=










Ka
11 Ka

12 0 0

Ka
21 Ka

22 +Kb
22 Kb

23 0

0 Kb
32 Kb

33 +Kc
33 Kc

34

0 0 Kc
43 Kc

44



















�U1

�U2

�U3

�U4










(5.2.2)

Rellenando ahora todos estos valores en la matriz de rigidez global
K tenemos:
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f1x

f1y

M1

f2x

f2y

f3x

f3y

M3

f4x

f4y

M4























= K























u1x

u1y

θ1

u2x

u2y

u3x

u3y

θ3

u4x

u4y

θ4























(5.2.3)

K =























59,85 0 0 −59,85 0 0 0 0 0 0 0

0 1,22 1,22 0 −1,22 0 0 0 0 0 0

0 1,22 1,22 0 −1,22 0 0 0 0 0 0

−59,85 0 0 119,7 0 −59,85 0 0 0 0 0

0 −1,22 −1,22 0 2,44 0 −1,22 1,22 0 0 0

0 0 0 −59,85 0 64,74 0 −2,44 −4,89 −0 −2,44

0 0 0 0 −1,22 0 61,07 −1,22 −0 −59,85 0

0 0 0 0 1,22 −2,44 −1,22 2,8518 2,44 −0 0,81

0 0 0 0 0 −4,89 −0 2,44 4,89 0 2,44

0 0 0 0 0 −0 −59,85 −0 0 59,85 −0

0 0 0 0 0 −2,44 0 0,81 2,44 −0 1,63
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Si ahora particionamos la matriz de rigidez global según la división
RL indicada en la Ec. 5.2.1, tendremos:

K =




KRR KRL

KLR KLL





KLL =













119,7 0 −59,85 0 0

0 2,44 0 −1,22 1,22

−59,85 0 64,7388 0 −2,44

0 −1,22 0 61,0722 −1,22

0 1,22 −2,44 −1,22 2,8518
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de donde podemos despejar los desplazamientos desconocidos �UL a par-
tir del vector de fuerzas conocidas �FL y la matrix KLL:

�UL =













u2x

u2y

u3x

u3y

θ3













=













u2x

u2y

u3x

u3y

θ3













�FL =













f2x

f2y

f3x

f3y

M3













=













0

− 3qL
4

−P

− 5qL
8

qL2

8













=













0

−14700

−9800

−12250

2450













(N)

(N)

(N)

(N)

(N ·m)

despejando �UL como:

�UL = K−1

LL(
�FL −KLR

�UR
����

Es cero

)
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= K−1

LL
�FL

=













0,161 −0,084 0,1556 0,00172 0,17

−0,084 5,312 −0,1685 0,05845 −2,4

0,156 −0,168 0,31 0,00344 0,34

0,0017 0,058 0,0034 0,1659 0,049

0,17 −2,3993 0,34 0,049 4,848













10−8













0

−14700

−9800

−12250

2450













=













1,095 · 10−6

−8,314506 · 10−4

2,19 · 10−6

−2,805 · 10−5

4,32102 · 10−4













(m)

(m)

(m)

(m)

(rad)

=













u2x

u2y

u3x

u3y

θ3













(5.2.4)

En este punto ya conocemos todos los desplazamientos del problema.
Queda pendiente calcular las fuerzas de las reacciones de los apoyos, que
aparecen en el vector �FR. Si se realiza el cálculo con un ordenador, es más
fácil sin embargo calcular directamente el vector completo �F (del que
�FR es un subconjunto), ya que este tiene la sencilla expresión �F = K�U,
que en este caso nos da:

�F = K�U =






























f1x

f1y

M1

f2x

f2y

f3x

f3y

M3

f4x

f4y

M4






























=






























−655,25

10161,99

10161,99

0

−14700

−9800

−12250

2450

10455,25

16788,01

3467,24






























(N)

(N)

(N ·m)

(N)

(N)

(N)

(N)

(N ·m)

(N)

(N)

(N ·m)

(5.2.5)
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donde las reacciones son las fuerzas y momentos de los nudos 1 y 4.

En este punto ya se ha resuelto completamente el subproblema M
por el método de cálculo matricial. A los vectores de la solución, �U y
�F, habrá que sumarles ahora los correspondientes para los problemas de
resistencia de materiales, analizados a continuación.

El resultado final del problema consistirá, tanto para los vectores
de fuerzas como para los esfuerzos de cada barra, en las sumas de los
obtenidos en los tres subproblemas.

Subproblema I: Carga distribuida en barra ŕıgida-articulada

En este problema aparecen reacciones en el empotramiento de la
izquierda (empotramiento real del problema), más la reacción vertical
en la derecha que se introduce con la restricción de que los nudos no
deben desplazarse en un subproblema:

Figura 5.2.3: Subproblema I. Los nudos del problema son el 1 (izquierda) y
el 2 (derecha).

El vector de fuerzas correspondiente es:
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�̂F1

�̂F2





I

=













f̂1x

f̂1y

m1

f̂2x

f̂2y













I

=













0
5qL
8

qL2

8

0
3qL
8













=













0

12250

2450

0

7350













(N)

(N)

(Nm)

(N)

(N)

(5.2.6)

El esfuerzo cortante V I
a (x) y el momento flector M I

a (x) de esta barra
a a lo largo de su eje x (con origen en el nudo izquierdo) vienen dados
por:

V I
a (x) = −5ql

8
+ qx (5.2.7)

M I
a (x) =

q

8
(−L2 + 5Lx− 4x2)

Subproblema II: Carga distribuida en barra articulada-ŕıgi-

da

Este es simplemente la versión simétrica del problema anterior:

Figura 5.2.4: Subproblema II. Los nudos del problema son el 2 (izquierda) y
el 3 (derecha).
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En este caso el vector de fuerzas es:




�̂F2

�̂F3





II

=













f̂2x

f̂2y

f̂3x

f̂3y

m3













II

=













0
3qL
8

0
5qL
8

− qL2

8













=













0

7350

0

12250

−2450













(N)

(N)

(N)

(N)

(Nm)

(5.2.8)

El esfuerzo cortante V II
b (x) y el momento flector M II

b (x) de esta
barra b a lo largo de su eje x son:

V II
b (x) = −3ql

8
+ qx (5.2.9)

M II
b (x) =

q

8
(3Lx− 4x2)

Cálculo de reacciones en apoyos

Para calcular las reacciones en los nudos 1 y 4, simplemente hay
que tener en cuenta que hemos de considerar los tres subproblemas si-
multáneamente. En este caso, el subproblema I solamente afecta a la
reacción del nudo 1, y el subproblema II no afecta a ninguna reacción.

Reacción en nudo 1 : Debemos sumar las aportaciones del cálculo
matricial (subproblema M) y de la carga distribuida de la barra a
(subproblema I).

�F1 =







f1x

f1y

m1







= �FI
1 +

�FM
1 =







0
5qL
8

qL2

8







+ �FM
1

=







0

12250

2450







+







−655,25

10161,99

10161,99







=







−655,25

22411,9897

12611,9897







(N)

(N)

(Nm)
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Reacción en nudo 4 : En este caso solamente influye la solución del
problema matricial, por lo que:

�F4 =







f4x

f4y

m4







= �FM
4 =







10455,25

16788,01

3467,24







(N)

(N)

(Nm)

(5.2.10)

Cálculo de esfuerzos en cada barra

Barra a (1 → 2): Dado que los esfuerzos en coordenadas locales

vienen dados por �̂fa = K̂aT(φa)
⊤ �Ua y conocemos todos los des-

plazamientos en coordenadas globales �U (ver Ec. 5.2.4), podemos
calcular dichos esfuerzos como sigue:










−Na
1

−V a
1

−Ma
1

Na
2

V a
2










M

=










f̂a
1x

f̂a
1y

ma
1

f̂a
2x

f̂a
2y










M

=

�

K̂a
11 K̂a
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Siendo: �ua =










u1x

u1y
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u2x

u2y



















=










−655,253

10161,99

10161,99
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−10161,99
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(N)

(N)

(Nm)

(N)
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a lo que hay que sumar los esfuerzos del subproblema de resistencia
de materiales descritos en las Ec. 5.2.6–5.2.7. Los esfuerzos resul-
tantes a lo largo del eje de la barra se muestran detalladamente en
la Figura 5.2.5, aunque es sencillo calcular manualmente al menos
los valores en los extremos de la barra:
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Figura 5.2.5: Esfuerzo axil N(x), cortante Vy(x) y momento flector Mz(x) de
la barra a.
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Barra b (2 → 3): En este caso procedemos de igual manera, calcu-
lando primero los esfuerzos según el cálculo matricial para la barra
en coordenadas locales:
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Siendo: �ub =
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a lo que en este caso hay que sumar los resultados del subproblema
II (ver Ec. 5.2.8–5.2.9). Los resultados exactos se muestran en la
Figura 5.2.6, siendo los valores en los extremos de la barra:
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Figura 5.2.6: Esfuerzo axil N(x), cortante Vy(x) y momento flector Mz(x) de
la barra b.

Barra c (3 → 4): Como en esta barra no existen cargas dis-
tribuidas, sus esfuerzos se pueden calcular únicamente a partir
de la solución del problema matricial (representados en la Figu-
ra 5.2.7):
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Siendo: �uc =












u3x

u3y

θ3

u4x

u4y

θ4























=












−16788,01

10455,253

6988,01

16788,01

−10455,253

3467,243












(N)

(N)

(Nm)

(N)

(N)

(Nm)

Figura 5.2.7: Esfuerzo axil N(x), cortante Vy(x) y momento flector Mz(x) de
la barra c.
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5.3. Problema 3 (simplificaciones y deslizadera)

Sea la estructura de la Figura 5.3.1, donde la distancia D es de 2m,
la carga P es de 1T y la carga distribuida q de 100Kg/m. Si las barras
tienen un perfil IPE-200 (área de sección A = 28,5cm2, momento de
inercia de sección Iz = 1940cm4), se pide calcular el desplazamiento
vertical de los nudos 2 y 5 (Dato: E =210.000 N/mm2).

Figura 5.3.1: Estructura a considerar en el problema.

Resolución:

Al existir cargas no nodales, lo primero que hay que hacer es lle-
varse esas cargas a subproblemas que se estudian por separado, como se
muestra en la Figura 5.3.2.

Aqúı, I es un problema estándar de resistencia de materiales con
solución conocida para el voladizo, y M es el problema a resolver por
cálculo matricial. En este último problema ya se han introducido las
cargas nodales equivalentes en el nudo 2 y además se ha reemplazado
la barra 36 por un muelle para no tener que tratar el nudo 6 en el
problema (las reglas para simplificaciones por muelles se vieron en §4.8).
Una manera alternativa de enfrentar la división en subproblemas hubiera
sido empotrando también el lado izquierdo del voladizo

Sobre la elección de la orientación para el sistema de coordenadas
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Figura 5.3.2: El subproblema (I) para el voladizo, y el problema (M) que se
resolverá por matricial, incluyendo ya todas las simplificaciones.

globales, sabemos que es una buena opción colocarlo siguiendo o bien
una deslizadera o bien un plano con apoyo deslizante, si es que en un
problema existe alguno de esos elementos. Como en este caso existen
ambos elementos (deslizadera y plano inclinado) y no siguen la misma
dirección, nos vemos obligados a colocar el sistema global siguiendo uno
de ellos (por ejemplo, la deslizadera, tal y como ya se muestra en la
Figura 5.3.1) y usar la técnica descrita en §4.7 para tratar el apoyo.

Al determinar qué gdl existen en el problema, uno de los puntos que
más dudas puede generar es la deslizadera del nudo 3. A este nudo con-
fluyen tres barras, de las cuales la 23 y la 34 comparten un giro al que
llamaremos θ23,343 o θ3 por simplificar. La barra 36 se une mediante ar-
ticulación al nudo 3, por lo que su giro no tiene por qué estudiarse (y de
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hecho no lo haremos, al haber simplificado dicha barra por un muelle).
Respecto al desplazamiento horizontal, el esquema nos dice que las bar-
ras 34 y 36 lo comparten, mientras que la 23 tiene otro desplazamien-
to independiente. Todas comparten un mismo desplazamiento vertical.
Otro punto susceptible de duda es qué gdl estudiar en el extremo 5 del
voladizo. En este caso se podŕıa optar por estudiar el giro θ5 o por no
estudiarlo y ambas opciones seŕıan válidas mientras se eligiese el modelo
de matriz correcto (de 6 × 6 o condensado de 5 × 5, respectivamente).
Aqúı elegiremos no estudiarlo para reducir el tamaño de la matriz global.

En resumen, los grados de libertad a estudiar son los siguientes,

donde ya hemos coloreado los gdl libres ( L ) y los restringidos ( R ):
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�U =
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14×1

(5.3.1)

y donde los valores marcados como ·̂n están en coordenadas nodales del
sistema asociado al nudo 1 (ver Figura 5.3.2).

La siguiente tabla resume los datos y el tratamiento (tipo de matriz)
que se usará para cada barra:

Barra L φ Modelo

12 D
√
2 45◦ Rı́gida-Rı́gida (6× 6)

23 D 0◦ Rı́gida-Rı́gida (6× 6)

34 D 0◦ Rı́gida-Articulada (5 × 5)

25 D 180◦ Rı́gida-Articulada (6 × 5)

Procedemos a ensamblar las diversas submatrices que componen la
matriz global de la estructura K según lo explicado en §3.3 y teniendo
en cuenta el cambio a coordenadas nodales del nudo 1 según vimos en
§4.7, llegando al siguiente sistema de ecuaciones:
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donde los bloques de la mitad inferior izquierda se han omitido por ser
la matriz K simétrica y T es la matriz de rotación para el cambio de
coordenadas nodales del nudo 1 con β = 135◦:

T =








cosβ − sinβ 0

sinβ cosβ 0

0 0 1







=








−0,707 −0,707 0

0,707 −0,707 0

0 0 1








(5.3.3)

La única peculiaridad que encontramos en el proceso de ensamblaje
de este problema en comparación con anteriores ejemplos es la necesidad
de orlar las matrices de las barras que indicen en la deslizadera. El
proceso consiste en introducir filas y columnas de ceros en los lugares
adecuados de las matrices de cada barra según los gdl que cada barra
“no vea”, como detallamos en §4.1. Por ejemplo, operando obtenemos
que la matriz en globales para la barra 23 es:

K23 =

�

K23
22 K23

23

K23
32 K23

33

�
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=












299,2 0 0 −299,2 0 0

0 6,11 6,11 0 −6,11 6,11

0 6,11 8148000 0 −6,11 4,074

−299,2 0 0 299,2 0 0

0 −6,11 −6,11 0 6,11 −6,11

0 6,11 4,074 0 −6,11 8148000












x2

y2

θ2

x23
3

y3

θ3

mientras que a la hora de ensamblar el bloque K23
33 necesitamos que sea

de tamaño 4×4, por lo que tenemos que rellenarla con ceros como sigue:

K23

33 =










299,2 0 0 0

0 0 0 0

0 0 6,11 −6,11

0 0 −6,11 8148000










x23
3

x34
3

y3

θ3

El proceso es similar para el resto de submatrices, y finalmente se
llega a la matriz global de la estructura que se muestra en la Ec. 5.3.6.
A continuación, nos quedamos solamente con la parte de esta matriz
que involucra a los gdl libres, cuyos desplazamientos son una incógnita
y queremos obtener. Siguiendo la notación habitual, llamaremos a esta
submatriz KLL, y plantearemos el sistema de ecuaciones:

FL = KLLUL (5.3.4)

donde FL y UL son los vectores de cargas externas conocidas y des-
plazamientos desconocidos, respectivamente. No hay que olvidar que en
ambos vectores, los gdl relativos al nudo 1 que se manejan están en coor-
denadas nodales. Sustituyendo los valores numéricos llegamos al sistema
de la Ec. 5.3.7, que tras resolver invirtiendo la matriz KLL nos da la
solución del problema:
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UL =
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−0,01914 m

0,0095 m
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0,0095 m

−0,000030 m

−0,000007 m

0,0050 rad

0,0101 m

0,0095 m
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(5.3.5)

de donde podemos extraer los dos desplazamientos verticales que nos
piden: u2y = −0,95 cm y u5y = −1,81 cm, finalizando la resolución del
problema.
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K = 106






















2,16 0 3,06 1,53 −1,53 3,06 0 0 0 0 0 0 0 0

0 211,6 0 149,6 149,6 0 0 0 0 0 0 0 0 0

3,06 0 5,762 2,161 −2,161 2,881 0 0 0 0 0 0 0 0

1,53 149,6 2,161 705,4 104,7 2,161 −299,2 0 0 0 0 0 −299,2 0

−1,53 149,6 −2,161 104,7 114,5 0,895 0 0 −6,11 6,11 0 0 0 −1,53

3,06 0 2,881 2,161 0,895 20,02 0 0 −6,11 4,074 0 0 0 3,06

0 0 0 −299,2 0 0 299,2 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 299,2 0 0 −299,2 0 0 0

0 0 0 0 −6,11 −6,11 0 0 306,888 −3,06 0 −1,53 0 0

0 0 0 0 6,11 4,074 0 0 −3,06 14,259 −0 −3,06 0 0

0 0 0 0 0 0 0 −299,2 0 −0 299,2 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 −1,53 −3,06 0 1,53 0 0

0 0 0 −299,2 0 0 0 0 0 0 0 0 299,2 0

0 0 0 0 −1,53 3,06 0 0 0 0 0 0 0 1,53
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(5.3.6)
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2,16 1,53 −1,53 3,06 0 0 0 0 0 0 0

1,53 705,4 104,7 2,161 −299,2 0 0 0 0 −299,2 0

−1,53 104,7 114,5 0,895 0 0 −6,11 6,11 0 0 −1,53

3,06 2,161 0,89 20,02 0 0 −6,11 4,074 0 0 3,06

0 −299,2 0 0 299,2 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 299,2 0 0 0 0 0

0 0 −6,11 −6,11 0 0 306,888 −3,06 −1,53 0 0

0 0 6,11 4,074 0 0 −3,06 14,259 −3,06 0 0

0 0 0 0 0 0 −1,53 −3,06 1,53 0 0

0 −299,2 0 0 0 0 0 0 0 299,2 0

0 0 −1,53 3,06 0 0 0 0 0 0 1,53

































x̂n
1

x2

y2

θ2

x23

3

x34

3

y3

θ3

y4

x5

y5

















(5.3.7)
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APÉNDICE A

RESISTENCIA DE MATERIALES: PRONTUARIO

BÁSICO

En este apéndice se resumen algunas de las situaciones de carga
en vigas y barras que se encontrarán frecuentemente en problemas de
cálculo matricial de estructuras. Debido a la existencia de diferentes
criterios para establecer el signo de los esfuerzos, comenzamos dejando
claro cuál es el criterio usado en este texto:

Figura A.1: Criterio de signos para esfuerzos axiles (N), cortantes (V ) y mo-
mentos flectores (M).

161
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Usando este criterio, el esfuerzo cortante V (x) y el momento flector
M(x) a una distancia x de un extremo de la barra están relacionados
mediante las siguientes leyes:

∂V (x)

∂x
= q(x) (A.1)

∂M(x)

∂x
= −V (x) (A.2)

donde q(x) representa la densidad de carga (N/m), positiva si la carga
es hacia abajo (eje y global negativo). De estas leyes se sigue fácilmente,
por ejemplo, que en ausencia de carga distribuida el cortante V (x) es
constante y el momento flector lineal con x. A continuación se estudian
algunos casos de particular interés.
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Condición de carga Reacciones y esfuerzos resultantes

N(x) = 0

V (x) = −
qL

2
+ qx

M(x) =
q

2
(−L2

6
+ Lx− x2)

Condición de carga Reacciones y esfuerzos resultantes

N(x) = 0

V (x) = −5qL

8
+ qx

M(x) =
q

8
(−L2 + 5Lx− 4x2)
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Condición de carga Reacciones y esfuerzos resultantes

N(x) = 0

V (x) = −
3qL

8
+ qx

M(x) =
q

8
(3Lx− 4x2)

Condición de carga Reacciones y esfuerzos resultantes

−180◦ ≤ α < 180◦

N(x) = − qD

2
sinα+ xq cosα sinα

V (x) = − qD

2
cosα+ xq cos2 α

M(x) =
q cosα

2
(−

L2

6
+ Lx− x2)
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Condición de carga Reacciones y esfuerzos resultantes

0◦ ≤ α < 180◦

N(x) = − qtL

2
+ xqt

V (x) = −3qnL

8
+ xqn

M(x) =
qn

8
(3Lx− 4x2)
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Condición de carga Reacciones y esfuerzos resultantes

0◦ ≤ α < 180◦

N(x) = − qtL

2
+ xqt

V (x) = −5qnL

8
+ xqn

M(x) =
qn

8
(−L2 + 5Lx− 4x2)
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